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Meiner Frau gewidmet 


Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 


Mit der Einsteinschen Relativititstheorie hat das menschliche Denken 
iiber den Kosmos eine neve Stufe erklommen. Es ist, als ware plétzlich 
eine Wand zusammengebrochen, die uns von der Wahrheit trennte: nun 
liegen Weiten und Tiefen vor unserm Erkenntnisblick entriegelt da, deren 
MOglichkeit wir vorher nicht einmal ahnten. Der Erfassung der Vernunft, 
welche dem physischen Weltgeschehen innewohnt, sind wir einen gewaltigen 
Schritt naiher gekommen. 

Wenngleich in jiingster Zeit eine ganze Reihe mehr oder minder popularer 
Einfiihrungen in die allgemeine Relativititstheorie erschienen ist, mangelte 
es doch bislang an einer systematischen Darstellung. Darum hielt ich es 
fiir angezeigt, die vorliegenden, von mir im Sommersemester 1917 an der 
Eidgen. Technischen Hochschule Ziirich gehaltenen Vorlesungen heraus- 
zugeben. Zugleich wollte ich an diesem grofen Thema ein Beispiel geben 
fiir die gegenseitige Durchdringung philosophischen, mathematischen und 
physikalischen Denkens, die mir sehr am Herzen liegt; dies konnte nur 
durch einen vollig in sich geschlossenen Aufbau von Grund auf gelingen, 
der sich durchaus auf das Prinzipielle beschrinkt. Aber ich habe meinen 
eigenen Forderungen in dieser Hinsicht nicht voll Geniige tun kénnen: der 
Mathematiker behielt auf Kosten des Philosophen das Ubergewicht. 

Die beim Leser vorausgesetzten Vorkenntnisse beschrinken sich auf 
ein Minimum. Nicht nur die spezielle Relativititstheorie ist ausfiihrlich 
abgehandelt, sogar Maxwellsche Theorie und analytische Geometrie sind 
kurz, unter Herausarbeitung der wesentlichsten Ziige, entwickelt. Das lag 
im Plane des Ganzen. Die Begriindung des Tensorkalkiils — durch den 
allein die in Frage stehenden physikalischen Erkenntnisse ihren naturgemafen 
Ausdruck finden kénnen — nimmt einen verhialtnismafig breiten Raum 
ein. So wird das Buch hoffentlich geeignet sein, den Physikern dieses 
mathematische Hilfsmittel vertrauter zu machen und zugleich als Lehrbuch 
unter der studierenden Jugend fiir die neuen Ideen zu wirken! 

Den Herren Bar und Hiltbrunner bin ich, dem einen fiir Korrektur- 
hilfe, dem andern fiir Anfertigung der Figuren, zu Dank verpflichtet; dem 
Verlage fiir die unter den heutigen Umstinden bewundernswerte rasche 
Drucklegung und gute Ausstattung des Buches. 


Ribnitz in Mecklenburg, Ostern’ 1918. 


Vorwort zur dritten Auflage. 


Obschon dies Buch die Frucht der Erkenntnis in harter Schale bietet, 
ist es doch manchem, wie mir verschiedene Zuschriften zeigten, ein Trost- 
biichlein in wirrer Zeit gewesen; ein Aufblick aus dem Triimmerfeld der 
uns unmittelbar bedringenden Gegenwart zu den Sternen, das ist: der 
unzerbrechlichen Welt der Gesetze; Bekraftigung des Glaubens an die 
Vernunft und eine alle Erscheinungen umspannende, nie gestérte, nie zu 
stérende »harmonia mundi«. 

Den Zusammenklang noch reiner zu stimmen, ist mein Bestreben in 
der neuen, dritten Auflage gewesen. Wihrend die zweite ein unveranderter 
Abdruck der ersten war — bis auf die Korrektur eines Versehens auf 
pag. 183 —, habe ich jetzt eine griindliche Umarbeitung vorgenommen, 
von der vor allem das II. und III. Kapitel betroffen wurden. Die von 
Herrn Levi-Civita im Jahre 1917 gemachte Entdeckung des Begriffs der 
infinitesimalen Parallelverschiebung gab den Ansto8 zu einer erneuten Unter- 
suchung der mathematischen Grundlagen der Riemannschen Geometrie. Der 
hier in Kapitel Il gegebene Aufbau der reinen Infinitesimalgeometrie, bei 
welchem sich jeder Schritt in voller Natiirlichkeit, Anschaulichkeit und 
Notwendigkeit vollzieht, ist, glaube ich, das in allen wesentlichen Stiicken 
endgiiltige Ergebnis dieser Untersuchung. Einige Unvollkommenheiten, welche 
meiner ersten Darstellung in der Mathematischen Zeitschrift (Bd. 2, 1918) 
noch anhafteten, sind beseitigt worden. Das IV. Kapitel, dessen Hauptteil 
der Einsteinschen Gravitationstheorie gewidmet ist, hat zunachst durch 
Beriicksichtigung der in der Zwischenzeit erschienenen wichtigeren Arbeiten, 
namentlich derjenigen, welche sich auf das Energie-Impulsprinzip beziehen, 
eine ziemlich tiefgreifende Umgestaltung erfahren. Dann aber ist eine neue, 
vom Verfasser herriihrende Theorie hinzugefiigt worden, welche aus der 
in Kapitel IT vollzogenen Erweiterung der geometrischen Grundlage iiber 
den Riemannschen Standpunkt hinaus die physikalischen Konsequenzen 
zieht und sich anheischig macht, aus der Weltgeometrie nicht nur die 
Gravitations-, sondern auch die elektromagnetischen Erscheinungen abzu- 
leiten. Steckt diese Theorie auch gegenwartig noch in den Kinderschuhen, 
so bin ich doch iiberzeugt, da® ihr der gleiche Wahrheitswert zukommt 
wie der Einsteinschen Gravitationstheorie — mag nun dieser Wahtheits- 
wert ein unbegrenzter sein oder, wie es wohl wahrscheinlicher ist, begrenzt 
werden miissen durch die Quantentheorie. — 


Herm Weinstein danke ich fiir seine mir bei der Durchsicht der 
Korrekturbogen gewahrte Hilfe. 


Acla Pozzoli bei Samaden, August 1919. 


Vorwort zur vierten Auflage. 


Das Buch hat in der neuen Auflage im ganzen diejenige Gestalt bewahrt, 
die ich ihm in der vorigen gegeben hatte; doch erfuhr es im einzelnen 
mancherlei Anderungen und Zusatze. Die wichtigeren derselben seien hier 
namhaft gemacht. 1. Dem II. Kapitel ist ein Paragraph hinzugeftigt worden, 
in welchem das Raumproblem eine tiefere gruppentheoretische Formulierung 
findet; es handelt sich darum, die innere Notwendigkeit und Einzigartig- 
keit der auf einer quadratischen Differentialform beruhenden Pythagoreischen 
Raummetrik zu begreifen. 2. Der Grund dafiir, da’ Einstein zwangsweise 
zu eindeutig bestimmten Gravitationsgleichungen gefiihrt wurde, liegt darin, 
dag der Kriimmungsskalar die einzige Invariante im Riemannschen Raum 
von gewissem Charakter ist; fiir diesen Satz ist ein Beweis im Anhang 
skizziert worden. 3. Im IV. Kapitel werden die neueren experimentellen 
Untersuchungen zur allgemeinen Relativitatstheorie beriicksichtigt, insbe- 
sondere die Beobachtungen der Lichtablenkung durch das Gravitationsfeld 
der Sonne bei Gelegenheit der Sonnenfinsternis vom 29. Mairgig, deren 
Ergebnisse jiingst das Interesse der weitesten Kreise fiir die Relativitats- 
theorie so miachtig angeregt haben. 4. Der Mieschen Auffassung der 
Materie stelle ich eine andere gegeniiber (siehe namentlich § 32 und § 36), 
nach welcher die Materie als Grenzsingularitat des Feldes erscheint, Ladung 
und Masse aber als Kraftfliisse im Felde. Damit ist eine veranderte und 
vorsichtigere Stellungnahme zu dem ganzen Problem der Materie ver- 
bunden. 

Fiir den Hinweis auf kleinere wiinschenswerte Ausbesserungen bin 
ich manchem bekannten und unbekannten Leser, fiir Durchsicht der 
Korrekturbogen Herrn Prof. Nielsen (Breslau) zu Dank verbunden. 


Ziirich, November 1920. Hermann Weyl. 
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Einleitung. 


Wir pflegen Zeit und Raum als die Existenzformen der realen Welt, 
die Materie als ihre Swbstanz aufzufassen. Ein bestimmtes Materiestiick 
erfiillt in einem bestimmten Zeitmoment einen bestimmten Raumteil: in 
der daraus resultierenden Vorstellung der Bewegung gehen jene drei 
Grundbegriffe die innigste Verbindung ein. Von Descartes wurde es als 
Programm der exakten Naturwissenschaft aufgestellt, alles Geschehen von 
diesen Grundbegriffen aus zu konstruieren und damit auf Bewegung zu- 
riickzufiihren. — Die tiefe Ratselhaftigkeit des Zecthewuftseins, des zeit- 
lichen Ablaufs der Welt, des Werdens, ist vom menschlichen Geist, seit 
er zur Freiheit erwachte, immer empfunden worden; in ihr liegt eines 
jener letzten metaphysischen Probleme, um dessen Klérung und Lésung 
Philosophie durch die ganze Breite ihrer Geschichte unablassig gerungen 
hat. Der Raum ward durch die Griechen zum Gegenstand einer Wissen- 
schaft von héchster Klarheit und Sicherheit. An ihm hat sich in der 
antiken Kultur die Idee der reinen Wissenschaft entfaltet, die Geometrie 
wurde zu einer der machtigsten Kundgebungen des jene Kultur beseelen- 
den Prinzips der Souveranitét des Geistes. An die Geometrie hat sich, 
als die kirchlich-autoritative Weltanschauung des Mittelalters in die Briiche 
ging und die Wogen des Skeptizismus alles Feste hinwegzurei$en drohten, 
der Wahrheitsglaube wie an einen Fels geklammert; und es konnte als 
das héchste Ideal aller Wissenschaft aufgestellt werden, »more geometrico« 
betrieben zu werden. Was endlich die A/aterie betrifft, so glaubten wir 
zu wissen, da aller Verinderung eine Substanz, eben die Materie, zu- 
grunde liegen miisse, da jedes Stiick der Materie als ein Quantum sich 
messen lasse und ihr Substanzcharakter seinen Ausdruck finde in dem 
Gesetz von der Erhaltung des in allen Verdnderungen sich gleich blei- 
benden Materiequantums. Dieses unser bisheriges Wissen von Raum und 
Materie, durch die Philosophie vielfach als apriorische Erkenntnis von un- 
bedingter Allgemeinheit und Notwendigkeit in Anspruch genommen, ist 
heute* vollstindig ins Wanken geraten. Nachdem die Physik unter den 
Handen Faradays und Maxwells der Materie als eine Realitét anderer 
Kategorie das /e/d gegeniibergestellt hatte, nachdem auf der andern Seite 
die Mathematik durch ihre logische Minierarbeit im letztvergangenen Jahr- 
hundert in aller Heimlichkeit das Vertrauen in die Evidenz der Eukli- 
dischen Geometrie untergraben hatte, kam in unsern Tagen der revolu- 
tiondre Sturm zum Ausbruch, der jene Vorstellungen iiber Raum, Zeit 
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und Materie, welche bis dahin als die festesten Stiitzen der Naturwissen- 
schaft gegolten hatten, stiirzte; doch nur, um Platz zu schatfen fiir eine 
freiere und -tiefere Ansicht der Dinge. Diese Umwiilzung wurde im we- 
sentlichen vollzogen durch die Gedankenarbeit eines einzigen Mannes, 
Albert Einstein. Heute scheint die Entwicklung, was die Grundideen 
betrifft, zu einem gewissen AbschluB gekommen zt sein; doch einerlei 


ob wir bereits vor einem neuen Definitivam stehen oder nicht —— aut 


jeden Fall muB man sich mit dem Neuen, das da emporgekommen ist, 
auseinandersetzen. Auch gibt es kein Zuriick; die Entwicklung des wissen- 
schaftlichen Gedankens mag iiber das jetzt Erreichte abermals hinaus- 
gehen, aber eine Riickkehr zu dem alten engen und starren Schema ist 
ausgeschlossen. 

An den Problemen, die hier aufgeworfen werden, haben Philosophie, 
Mathematik und Physik ihren Anteil. Uns soll aber vor allem die mathe- 
matisch-physikalische Seite der Fragen beschtiftigen; auf die philo- 
sophische werde ich nur ganz nebenher eingehen, aus dem einfachen 
Grunde, weil in dieser Richtung etwas irgendwie Endgiiltiges bisher nicht 
vorliegt und ich selber auch nicht imstande bin, auf die hergeh6rigen 
erkenntnistheoretischen Fragen solche Antworten zu geben, die ich vor 
meinem Erkenntnisgewissen voll verantworten kénnte. Die Ideen, welche 
es hier darzustellen gilt, sind nicht aus einer spekulativen Versenkung 
in die Grundlagen physikalischer Erkenntnis hervorgegangen, sondern 
haben sich im Ausbau der lebendig vorwiirts dringenden *Wissenschaft, 
der die alte Schale zu eng wurde, an konkreten physikalischen Problemen 
entwickelt ; eine Revision der Prinzipien wurde jedesmal erst nachtraglich 
vollzogen und nur so weit, als es gerade die neu aufgetauchten Ideen er- 
heischten. Wie die Dinge heute legen, bleibt den Einzelwissenschatten 
nichts anderes tibrig, als in diesem Sinne dogmatisch zu verfahren, d. h. 
in gutem Glauben den Weg zu gehen, auf den sie durch verniinftige, 
im Rahmen ihrer eigentiimlichen.Methoden emporkommende Motive ge- 
dringt werden. Die philosophische Klirung bleibt eine groBe Aufgabe 
von vollig anderer Art, als sie den Einzelwissenschaften zuftillt; da sehe 
nun der Philosoph zu; mit den Kettengewichten der in jener Aufgabe 
hegenden Schwierigkeiten behiinge und behindere man aber nicht das 
Vorwirtsschreiten der konkreten Gegenstandsgebieten zugewandten Wissen- 
schaften. 

Gleichwohl beginne ich mit einigen Philosophischen Erorterungen, Als 
Menschen in der natiitlichen Einstellung, in der wir unser tiigliches Leben 
fiihren, stehen uns in Akten der Wahrnehmung leibhaftig wirkliche K€rper- 
dinge gegeniiber. Wir schreiben ihnen reale Existenz zu und wir nehmen 
sie hin als prinzipiell so beschaffen, so gestaltet, so geftirbt usw., wie 


sie uns da in der Wahrnehmung erscheinen (prinzipiell, d.-h. vorbehalt- 
lich aller als méglich zugegebenen 


Sinnestiiuschungen, Spiegelungen, 
Triume, Halluzinationen usf.), Sie 


sind umgeben und durchsetzt von 
einer ins Unbestimmte verschw immenden Mannigfaltigkeit analoger Wirk- 
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lichkeiten, die sich alle zusammenfiigen zu einer einzigen, immerdar vor- 
handenen raéumlichen Welt, zu der ich selber mit meinem Einzelleib 
gehore. Es handle sich hier nur um diese k6rperlichen Dinge, nicht 
um all die Gegenstandlichkeiten andrer Art, die wir als natiirliche Men- 
schen sonst noch uns gegeniiber haben: Lebewesen, Personen, Gebrauchs- 
gegenstande, Werte, solche Wesenheiten wie Staat, Recht, Sprache u. dgl. 
Wohl bei jedem theoretisch gerichteten Menschen beginnt die philo- 
sophische Selbstbesimnung damit, daB er irre wird an dieser Weltanschau- 
ung des naiven Realismus, auf die ich da eben kurz hingewiesen habe. 
Man sieht ein, daB eine solche Qualitét wie etwa >grim« nur als Kor- 
relat der Griin-Empfindung an dem in der Wahrnehmung sich gebenden 
Gegenstande Existenz besitzt, daB es aber sinnlos ist, sie als eine Be- 
schaffenheit az sch daseienden Dingen am sich anzuhiingen. Diese Z7- 
kenntnis von der Subjektivitat der Sinnesqualitaten tritt bei Galilei (wie 
bei Descartes und Hobbes) in engster Verbindung auf mit dem Grund- 
satz der mathematisch-konstruktiven Methode unserer heutigen qualitits- 
losen Physik, nach der z. B. die Farben »in Wirklichkeit« Atherschwin- 
gungen, also Bewegungen sind. Erst Kant vollzog innerhalb der Philo- 
sophie mit volliger Klarheit den weiteren Schritt’ zu der Einsicht, da8 
nicht nur die sinnlichen Qualitéten, sondern auch der Raum und die 
raumlichen Merkmale keine objektive Bedeutung im absoluten Sinne be- 
sitzen, daB auch der Raum nur eine Form unserer Anschauung ist. Inner- 
halb der Physik ist es vielleicht erst durch die Relativititstheorie ganz 
deutlich geworden, da& von dem uns in der Anschauung gegebenen 
Wesen von Raum und Zeit in die mathematisch konstruierte physikalische 
Welt nichts eingeht. Die Farben sind also »in Wirklichkeit« nicht ein- 
mal Atherschwingungen, sondern mathematische Funktionsverlaufe, wobei 
in den Funktionen, den drei Raum- und der einen Zeitdimension ent- 
sprechend, vier unabhangige Argumente auftreten. 

In prinzipieller Allgemeinheit: die wirkliche Welt, jedes ihrer Be- 
standstiicke und alle Bestimmungen an ihnen, sind und konnen nur ge- 
geben sein als intentionale Objekte von BewuBtseinsakten. Das schlecht- 
hin Gegebene sind die Bewuf8tseinserlebnisse, die ich habe — so wie 
ich sie habe. Sie bestehen nun freilich kemeswegs, wie die Positivisten 
vielfach behaupten, aus einem blo&en Stoff von Empfindungen, sondern 
in einer Wahrnehmung z. B. steht in der Tat leibhaft fiir mich da ein 
Gegenstand, auf welchen jenes Erlebnis in einer jedermann bekannten, 
aber nicht niher beschreibbaren, vdllig eigentiimlichen Weise bezogen 
ist, die mit Brentano durch den Ausdruck »zytentionales Objekt« be- 
zeichnet sein soll. Indem ich wahrnehme, sehe ich etwa diesen Stuhl, 
ich bin durchaus auf ihn gerichtet. Ich »fade« die Wahrnehmung, aber 
erst wenn ich diese Wahrnehmung selber wieder, wozu ich in einem 
freien Akt der Reflexion imstande bin, zum intentionalen Objekt einer 
neuen, inneren Wahrnehmung mache, »zwez#« ich von ihr (und nicht 
blo& von dem Stuhl) etwas und stelle dies fest, was ich da eben gesagt 
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habe. In diesem zweiten Akt ist das intentionale Objekt ein manentes, 
nimlich wie der Akt selber ein reelles Bestandstiick meines Erlebnis- 
stromes; in dem primaren Wahrnehmungsakt aber ist das Objekt ¢rans- 
zendent, d.h. zwar gegeben in einem BewuBtseinserlebnis, aber nicht 
reelles Bestandstiick. Das Immanente ist adsolut, d.h. es ist genau das, 
als was ich es da habe, und dieses sein Wesen kann ich mir eventuell 
in Akten der Reflexion zur Gegebenheit bringen. Hingegen haben die 
transzendenten Gegenstiinde nur ein phdnomenales Sein, sie sind Erschei- 
nendes — in mannigfaltigen Erscheinungsweisen und »Abschattungen<. 
Ein und dasselbe Blatt sieht so oder so groB aus, erscheint so oder so 
gefirbt, je nach meiner Stellung und der Beleuchtung; keine dieser Er- 
scheinungsweisen kann fiir sich das Recht beanspruchen, das Blatt so zu 
geben, wie es »an sich« ist. — In jeder Wahrmehmung liegt nun weiter 
unzweifelhaft die Zhesis der Wirklichkeitt des in ihr erscheinenden Ob- 
jekts, und zwar als Teil und inhaltliche Fortbestimmung der General- 
thesis einer wirklichen Welt. Aber indem wir von der natiirlichen zur 
philosophischen Einstellung iibergehen, machen wir, tiber die Wahrneh- 
mung reflektierend, diese Thesis sozusagen nicht mehr mit; wir kon- 
statieren kiihl, daB in ihr etwas als wirklich »vermeint« ist. Der Sinn 
und das Recht dieser Setzung wird uns jetzt gerade zum Problem, 
das von dem BewuBtseins-Gegebenen aus seine Lésung finden muB. 
Ich meine also keineswegs, daB die Auffassung des Weltgeschehens als 
eines vom Ich produzierten Bewuftseins-Spiels gegeniiber dem naiven 
Realismus die héhere Wahrheit enthalte; im Gegenteil. Nur darum han- 
delt es sich, daB man einsehe, das BewuBtseins-Gegebene ist der Aus- 
gangspunkt, in den wir uns stellen miissen, um Sinn und Recht der 
Wirklichkeitssetzung auf eine absolute Weise zu begreifen. Analog steht 
es auf logischem Gebiet. Ein Urteil, das ich fille, behauptet einen 
Sachverhalt; es setzt diesen Sachverhalt als wahr. Auch hier entsteht 
die philosophische Frage nach dem Sinn und Recht dieser Wahrheits- 
thesis; auch hier leugne ich nicht die Idee der objektiven Wahrheit, 
aber sie wird zum Problem, das ich von dem absolut Gegebenen aus zu 
begreifen habe. — Das »reine BewuBtsein« ist der Sitz des philosophi- 
schen a priori. Hingegen mu8 und wird die philosophische Klarung 
der Wirklichkeitsthesis ergeben, da8 keiner jener erfahrenden Akte der 
Wahrnehmung, Erinnerung usw., in denen ich Wirklichkeit erfasse, ein 
letztes Recht dazu gibt, dem wahrgenommenen Gegenstande Existenz 
und die wahrgenommene Beschaffenheit zuzuschreiben; dieses Recht kann 
von einem auf andere Wahrnehmungen usw. sich stiitzenden immer wieder 
iiberwogen werden. Es liegt im Wesen eines wirklichen Dinges, ein Un- 
ersch6pfliches zu sein an Inhalt, dem wir uns nur durch immer neue, 
zum ‘Teil sich widersprechende Erfahrungen und deren Abgleich un- 
begrenzt nahern kénnen. In diesem Sinne ist das wirkliche Ding eine 


Grenzidee. Darauf beruht der empirische Charakter aller Wirklichkeits- 
erkenntnis ‘), 
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Die Urform des BewuBtseinstromes ist die Zeit. Es ist eine Tat- 
sache, sie mag so dunkel und ratselhaft fiir die Vernunft sein wie sie 
will, aber sie laBt sich nicht wegleugnen und wir miissen sie hinnehmen, 
daB8 die BewuBtseinsinhalte sich nicht geben als seiend schlechthin (wie 
etwa Begriffe, Zahlen u. dgl.), sondern als fetzt-seiend, die Form des 
dauernden Jetzt erfiillend mit einem wechselnden Gehalt; so daB es nicht 
heiBt: dies zs¢, sondern: dies zst jetzt, doch jetzt nicht mehr. Reifen 
wir uns in der Reflexion heraus aus diesem Strom und stellen uns seinen 
Gehalt als ein Objekt gegeniiber, so wird er uns zu einem zeitlichen 
Ablauf, dessen einzelne Stadien in der Beziehung des friiher und spater 
zueinander stehen. 

Wie die Zeit die Form des BewuBtseinstromes, so, darf man mit 
Fug und Recht behaupten, ist der Rawm die Form der kérperlichen 
Wirklichkeit. Alle Momente kérperlicher Dinge, wie sie in den Akten 
duBerer Wahrnehmung gegeben sind, Farbe z. B., haben das Auseinander 
der réumlichen Ausbreitung an sich. Aber erst indem sich aus allen 
unseren Erfahrungen eine einzige zusammenhdngende reale Welt aufbaut, 
wird die in jeder Wahrnehmung gegebene réumliche Ausbreitung zu einem 
Teil des einen und selben Raumes, der alle Dinge umspannt. Dieser 
Raum ist Form der AuBenwelt; das will sagen: jedes kérperliche Ding 
kann, ohne irgendwie inhaltlich ein anderes zu sein als es ist, ebenso- 
gut an jeder anderen Raumstelle sein als gerade an dieser. Damit ist 
zugleich die Homogenitat des Raumes gegeben, und hier liegt die eigent- 
liche Wurzel des Kongruenzbegriffs. 

Ware es nun so, daf die Welt des BewufStseins und der transzen- 
denten Wirklichkeit voéllig voneinander geschieden sind oder vielmehr 
nur das stille Hinblicken der Wahrnehmung die Briicke zwischen ihnen 
spannt, so bliebe es wohl dabei, wie ich es eben dargestellt habe: auf 
der einen Seite das in der Form des dauernden Jetzt sich wandelnde, 
aber raumlose BewuBtsein, auf der andern die raumlich ausgebreitete, 
aber zeitlose Wirklichkeit, von der jenes nur ein wechselndes Phinomen 
enthalt. Urspriinglicher aber als alle Wahrnehmung ist in uns das Er- 
leben von Streben und Widerstand, des Tuns und Leidens*). Fiir einen 
in natiirlicher Aktivitit lebenden Menschen dient die Wahrnehmung vor 
allem dazu, ihm den bestimmten Angriffspunkt seiner gewollten Tat und 
den Sitz ihrer Widerstinde in bildhafter Klarheit vor das Bewuftsein zu 
riicken. Im Erleben des Tuns und Erleidens werde ich selbst mir zu 
einem einzelnen Individuum von psychischer Realitét, gekniipft an einen 
Leib, der unter den kérperlichen Dingen der AuBenwelt seine Stelle im 
Raum hat und durch den hindurch ich mit andern Individuen meines- 
gleichen in Verbindung stehe; wird das BewuBtsein, ohne doch seine 
Immanenz preiszugeben, zu einem Stiick der Wirklichkeit, zu diesem be- 


*) Unsere Grammatik hat nur die Verbformen des activum und passivum; es gibt 
keine zum Ausdruck eines Geschehens, geschweige denn eines Sachverhalts. 
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sonderen Menschen, der ich bin, der geboren ward und sterben wird. 
Anderseits spannt oer dadurch auch das BewuBtsein seine Form, die 
Zeit, iiber die Wirklichkeit aus: in ihr selber ist darum Veranderung, 
Bewegung, Ablauf, Werden und Vergehen; und wie mein Wille durch 
meinen Leib hindurch als bewegende Tat in die reale Welt wirkend hin- 
iibergreift, so ist sie selber auch wirkende (wie ihr deutscher Name » Wirk- 
lichkeit« besagt), ihre Erscheinungen stehen in einem durchgangigen 
Kausalzusammenhang untereinander. In der Tat zeigt sich in der Physik, 
da8 kosmische Zeit und Kausalitit nicht voneinander zu trennen sind. 
Die neue Weise, in der die Relativitatstheorie das Problem der Verkopp- 
lung von Raum und Zeit in der Wirklichkeit lost, fallt zusammen mit 
einer neuen Einsicht in den Wirkungszusammenhang der Welt. 

Der Gang unserer Betrachtungen ist damit klar vorgezeichnet. Was 
iiber die Zeit fiir sich 21 sagen ist und tiber ihre mathematisch-begriff- 
liche Erfassung, moge noch in dieser Einleitung Platz finden. Weit aus- 
fiihrlicher miissen wir dann vom Raume handeln. Das I. Kapitel ist dem 
Euklidischen Raume gewidmet und seiner mathematischen Konstruktion. 
Im Il. Kapitel werden die Ideen entwickelt, welche iiber das Euklidische 
Schema hinausdringen und im allgemeinen Begriff des metrischen Konti- 
nuums (Riemannschen Raumbegriff) ihren Abschlu& finden. Darauf wird 
in einem III. Kapitel das eben erwi&hnte Problem der Verkopplung von 
Raum und Zeit in der Welt za erdrtern sein; von hier ab spielen die 
Erkenntnisse der Mechanik und Physik eine wichtige Rolle, weil dieses 
Problem seinem Wesen nach, wie bereits betont, an die Auffassung der 
Welt als einer wirkenden gekniipft ist. Die Synthese der im II. und 
III. Kapitel enthaltenen Gedanken wird uns dann in dem abschlieBenden 
Kapitel IV zu Einsteins allgemeiner Relativitétstheorie fiihren, in der in 
physikalischer Hinsicht eime neue Theorie der Gravitation enthalten ist, 
und zu einer Erweiterung derselben, welche neben der Gravitation die 
elektromagnetischen Erscheinungen mitumfaft. Von den Umwialzungen, 
die unsere Vorstellungen yon Raum und Zeit darin erfahren, wird der 
Begriff der Materie sozusagen zwangsliufig mitergriffen werden; so da8, was 
dariiber zu sagen ist, an der gehérigen Stelle im III. und IV. Kapitel zur 
Sprache kommen soll. — 

Um an die Zeit mathematische Begriffe heranbringen zu kénnen, miissen 
wir von der ideellen Méglichkeit ausgehen, in der Zeit mit belch! 
Genauigkeit ein punktuelles Jetzt zu setzen, einen Zeitpunkt zu fixieren. 
Von je zwei verschiedenen Zeitpunkten eid dann immer der eine der 
frithere, der andere der spatere sein. Von dieser » Ordnungsbeziehung « 
gilt der Grundsatz: Ist A frither als B und # friher als C 2sO™isive4 
friiher als C. Je zwei Zeitpunkte AB, von denen 4 der Gaerne: ist, be- 
grenzen eine Zeétstrecke; in sie hinein fallt jeder Punkt, der spater als 4, 
friiher als B ist. DaB die Zeit Form des Brepnmeremes ist, kommt in 
der Idee der Gleichheit zum Ausdruck: der Erlebnisgehalt, welcher die 
Zeitstrecke 4B erfiillt, kann an sich, ohne irgendwie ein anderer zu sein 
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als er ist, in irgend eine andere Zeit fallen; die Zeitstrecke, die er dort erfiillen 
wiirde, ist der Strecke AB gleich. In der Physik ergibt sich daraus fiir 
die Gleichheit von Zeitstrecken der objektiven Zeit, unter Hinzuziehung des 
Kausalitatsprinzips, das folgende objektive Kriterium. Kehrt ein vollstandig 
isoliertes (keine Einwirkung von auBen erfahrendes) physikalisches System 
einmal genau zu demselben Zustand zuriick, in dem es sich bereits in einem 
friiheren Moment befand, so wiederholt sich von da ab die gleiche zeitliche 
Zustandsfolge, und der Vorgang ist ein zyklischer. Ein solches System 
nennen wir allgemein eine Ur. Jede Periode hat die gleiche Zeitdauer. 
Auf diese beiden Relationen, friiher-spater und gleich, stiitzt sich die 
mathematische Erfassung der Zeit durch das AZessen. Wir versuchen, das 
Wesen des Messens kurz anzudeuten. Die Zeit ist homogen, d.h. ein 
einzelner Zeitpunkt kann nur durch individuelle Aufweisung gegeben 
werden, es gibt keine im allgemeinen Wesen der Zeit griindende Eigen- 
schaft, welche einem Zeitpunkt zukime, einem andern aber nicht; insbe- 
sondere: jede auf Grund der erwahnten beiden Urrelationen rein logisch 
zu definierende Eigenschaft kommt entweder allen Zeitpunkten oder keinem 
zu. Ebenso steht es noch mit den Zeitstrecken oder Punktepaaren: es 
ist ausgeschlossen, da eine auf Grund jener beiden Urrelationen definierte 
Eigenschaft nicht fiir jedes Punktepaar AZ (4 friiher als 4) erfiillt ist, 
wenn sie fiir ein solches besteht. Anders wird die Sache aber, wenn wir 
zu drei Zeitpunkten iibergehen. Sind irgend zwei Zeitpunkte OZ, von 
denen O der friihere ist, gegeben, so ist es mdglich, weitere Zeitpunkte P 
relativ zu der Einheitsstrecke OF auf begriffliche Weise festzulegen. Dies 
geschieht dadurch, da® rein logisch aus den Urrelationen eine Beziehung ¢ 
zwischen drei Punkten konstruiert wird, fiir welche folgendes gilt: zu je 
zwei Punkten O und £, von denen O der friihere ist, gibt es einen 
und nur einen Punkt P, so daB zwischen O, Z und P die Beziehung ¢ 


statthat, in Zeichen: 
OP.=1-02. 


(Z. B. bedeutet OP = 2- OF die Relation OF = EP.) Die Zahi ist 
nichts anderes als ein zusammengedrangtes Symbol fiir eine derartige 
Relation ¢ und ihre logische Definition auf Grund der Urbeziehungen. 
P ist der »Zeitpunkt mit der Adbszisse t im Koordinatensystem (relativ zu 
der Einheitsstrecke) OH«. Zwei verschiedene Zahlen ¢, ¢* fiihren not- 
wendig im selben Koordinatensystem immer zu zwei verschiedenen Punkten; 
denn sonst kime wegen der Homogenitét des Kontinuums aller Zeit- 
strecken die durch 
PRAB =f". AB 
erklarte Eigenschaft, wie der Zeitstrecke 4B = OL, so jeder Zeitstrecke 
zu; und die Gleichungen 
AG = =A bee tinged G== 18 24 

driickten beide dieselbe Relation aus, d. h. es wire ¢ = ¢*, — Die Zahlen 
geben uns die Méglichkeit, relativ zu einer Einheitsstrecke OZ aus dem 
Zeitkontinuum einzelne Zeitpunkte auf begriffliche und daher objektive 
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und villig exakte Weise herauszulésen. Aber diese Objektivierung durch 
Ausschaltung des Ich und seines unmittelbaren Lebens der Anschauung 
gelingt nicht restlos, das nur durch eine individuelle Handlung (und nur 
approximativ) aufzuweisende Koordinatensystem bleibt als das notwendige 
Residuum dieser Ich-Vernichtung. 

Durch diese prinzipielle Formulierung des Messens, meine ich, wird 
es begreiflich, wie die Mathematik zu ihrer Rolle in den exakten Natur- 
wissenschaften kommt. ir das Messen wesentlich ist der Unterschied 
zwischen dem »Geben« eines Gegenstandes durch individuelle Aufweisung 
einerseits, auf begrifflichem Wege anderseits. Das letzte ist immer nur 
relativ zu Gegenstinden méglich, die unmittelbar aufgewiesen werden 
miissen. Deshalb ist mit dem Messen immer eine (elativitatstheorte ver- 
kniipft. Ihr Problem stellt sich allgemein fiir ein beliebiges Gegenstands- 
gebiet so: 1) Was muB aufgewiesen werden, um relativ dazu auf begrifi- 
lichem Wege einen einzelnen, bis zu jedem beliebigen Grad der Genauig- 
keit willkiirlichen Gegenstand, P aus dem in Frage stehenden, kontinuierlich 
ausgebreiteten Gegenstandsgebiet herauslésen zu kénnen? Das Aufzuwei- 
sende heiBt das Koordinatensystem, die begriffliche Definition die Koordinate 
(oder Abszisse) von P in jenem Koordinatensystem. Zwei verschiedene 
Koordinatensysteme sind objektiv véllig gleichwertig, es gibt keine begriff- 
lich zu erfassende Eigenschaft, welche dem einen zukéme, dem andern nicht; 
denn dann ware zu viel unmittelbar aufgewiesen. 2) Welcher gesetzmaBige 
Zusammenhang findet zwischen den Koordinaten eines und desselben willkiir- 
lichen Gegenstandes P in zwei verschiedenen Koordinatensystemen statt? 

Hier im Gebiet der Zeitpunkte beantwortet sich die erste Frage dahin: 
das Koordinatensystem besteht aus einer Zeitstrecke OZ (Anfangspunkt 
und MaBeinheit); die zweite aber durch die Transformationsformel 

#=—at'+é (de Ole 
in welcher a, 4 Konstante sind und ¢, ¢’ die Koordinaten desselben will- 
kiirlichen Punktes / in einem ersten, »ungestrichenen«, und einem zweiten, 
»gestrichenen« Koordinatensystem. Dabei kénnen als charakteristische 
Zahlen a, 6 der Transformation fiir alle méglichen Paare von Koordinaten- 
systemen alle méglichen reellen Zahlen auftreten, mit der Beschrankung, 
da8 @ stets positiv ist. Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet, 
wie das im Wesen der Sache liegt, eine Gruppe; d. h. 
1) die »Identitat« ¢= ¢’ ist in ihr enthalten; 
2) mit jeder Transformation tritt ihre Inverse in der Gruppe auf, 


d. h. diejenige, welche die erstere gerade wieder riickgtingig macht. Die 
Inverse der Transformation (a, 3): 


t= at'+ 5 


t= 


b 
p= eee 
ane 


di 
a 
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3) mit zwei Transformationen ist in der Gruppe auch immer diejenige 
enthalten, welche durch Hintereinanderausfiihrung jener beiden Trans- 
formationen hervorgeht. In der Tat: durch Hintereinanderausfiihrung der 
beiden Transformationen 

t=al’'+4, fo a tt 
entsteht 
Pea aut Abe, 
wo 
Cita G's b* = (ad’) + 4 
ist; und wenn @ und a’ positiv sind, ist auch ihr Produkt positiv. 

Die in Kap. HI und IV behandelte Relativitatstheorie wirft das Re- 
lativitaétsproblem auf nicht blo8& fiir die Zeitpunkte, sondern fiir die ge- 
samte physische Welt. Es stellt sich aber heraus, daB es geldst ist, sobald 
es einmal fiir die Formen dieser Welt, Raum und Zeit, seine Loésung 
gefunden hat: auf Grund eines Koordinatensystems fiir Raum und Zeit 
la®t sich auch das physikalisch Reale in der Welt nach allen seinen Be- 
stimmungen begrifflich, durch Zahlen, festlegen. — 

Alle Anfainge sind dunkel. Gerade dem Mathematiker, der in seiner aus- 
gebildeten Wissenschaft in strenger und formaler Weise mit seinen Begriffen 
operiert, tut es not, von Zeit zu Zeit daran erinnert zu werden, da die 
Urspriinge in dunklere Tiefen zuriickweisen, als er mit seinen Methoden 
zu erfassen vermag. Jenseits alles Einzelwissens bleibt die Aufgabe, zu 
begreifen. Trotz des entmutigenden Hin- und Herschwankens der Philo- 
sophie von System zu System kénnen wir nicht darauf verzichten, wenn 
sich nicht Erkenntnis in ein sinnloses Chaos verwandeln soll. 


Kapitel IL 


Der Euklidische Raum: seine mathematische Forma- 
lisierung und seine Rolle in der Physik. 


§ x. Herleitung der elementaren Raumbegriffe 
aus dem der Gleichheit. 


Wie wir in der Zeit ein punktuelles /efs¢ gesetzt haben, so ist in 
der kontinuierlichen riumlichen Ausbreitung, die ebenfalls unendlicher 
Teilung fihig ist, das letzte einfache, mit jeder beliebigen Genauigkeit 
zu fixierende Element ein Hier: der Raumpunkt. Der Raum ist nicht 
wie die Zeit ein eindimensionales Kontinuum, die Art seines kontinuier- 
lichen Ausgebreitetseins li8t sich nicht auf das einfache Verhaltnis von 
friiher und spiiter zuriickfiihren; wir lassen dahingestellt, in was fiir Re- 
lationen diese Kontinuitit begrifflich zu erfassen ist. Hingegen ist der 
Raum wie die Zeit Horm der Erscheinungen, und damit ist die Idee der 
Gleichheit gegeben: identisch derselbe Gehalt, genau dasselbe Ding, welches 
bleibt, was es ist, kann so gut an irgend einer andern Raumstelle sein 
als an der, an welcher es. sich wirklich befindet; das von ihm dann ein- 
genommene Raumstiick ©’ ist demjenigen © gleich oder ongruent, welches 
es wirklich einnimmt. Jedem Punkt P von © entspricht ein bestimmter 
homologer Punkt P’ in G’, der nach jener Ortsversetzung von demselben 
Teile des gegebenen Gehalts bedeckt sein wiirde, der in Wirklichkeit P 
bedeckt. Diese »Abbildung«, vermége deren dem Punkte P der Punkt P’ 
entspricht, nenne ich eine kongruente Abbildung. Bei Erfiillung geeigneter 
subjektiver Bedingungen wiirde uns jenes Materiale nach seiner Ortsver- 
setzung genau so erscheinen wie das tatsiichlich gegebene. Es ist der 
Glaube verniinftig zu rechtfertigen, daB ein als starr erprobter Kérper — 
d. i, ein solcher, der, wie wir ihn auch bewegen und bearbeiten mégen, 
uns immer wieder genau so erscheint wie er vorher war, wenn wir uns 
selber zu ihm in die richtige Situation bringen — in zwei Lagen, die 
wir ihm erteilen, diese Idee gleicher Raumstiicke realisiert. Den Begriff 
der Gleichheit will ich neben dem schwer zu analysierenden des konti- 
nuierlichen Zusammenhangs dem Aufbau der Geometrie zugrunde legen 
und in einer fliichtig hingeworfenen Skizze zeigen, wie auf diese alle geo- 
metrischen Grundbegriffe zuriickgefithrt werden kénnen. Dabei schwebt 
mir als eigentliches Ziel vor, unter den kongruenten Abbildungen die Zrans- 
Jationen herauszuheben; erst von diesem Begriff aus soll dann eine strenger 
gefiihrte axiomatische Begriindung der Euklidischen Geometrie anheben. 

Zunichst die gerade Linie! Uhre Eigentiimlichkeit ist, da® sie durch 
zwei ihrer Punkte bestimmt ist; jede andere Linie kann noch unter Fest- 
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haltung zweier ihrer Punkte durch kongruente Abbildung in eine andere 
Lage gebracht werden (Linealprobe), Also: sind 4, B zwei verschiedene 
Punkte, so gehért zu der geraden Linie g = 4B jeder Punkt, der bei 
allen kongruenten Abbildungen in sich iibergeht, die 4 und BZ in sich 
tiberfiihren (die gerade Linie »weicht nach keiner Seite aus«), Kinematisch 
ausgedriickt, kommt das darauf hinaus, da8 wir die gerade Linie als Ro- 
tationsachse auffassen. Sie ist homogen und ein Linearkontinuum wie die 
Zeit: sie zerfallt durch einen beliebigen ihrer Punkte 4 in zwei Teile, 
zwei »Halbgeraden<. Gehdren B und C je einem dieser beiden Teile 
an, so sagt man, 4 liege zwischen B und C; die Punkte des einen 
Teils liegen rechts, die des andern links von 4 (dabei wird willkiirlich 
bestimmt, welche Halfte die linke und welche die rechte heifen soll), 
Die einfachsten Grundtatsachen, welche fiir diesen Begriff des »zwschen« 
gelten, lassen sich in solcher Vollstandigkeit, wie es fiir den deduktiven 
Aufbau der Geometrie n6tig ist, exakt formulieren. Daher sucht man 
in der Geometrie (unter Verkehrung des wahren anschaulichen Verhilt- 
nisses) auf den Begriff des »zwischen«, auf die Relation »4 gehért der 
Geraden BC an und liegt zwischen B und C«, alle Kontinuititsbegriffe 
zuriickzufiihren. Sei 4’ ein Punkt rechts von 4. Durch 4’ zerfallt die 
Gerade g gleichfalls in zwei Stiicke; wir nennen dasjenige, dem 4 an- 
gehért, das linke. Liegt hingegen 4’ links von 4, so dreht sich die 
Sache um. Bei dieser Festsetzung gelten dann analoge Verhiltnisse nicht 
nur hinsichtlich 4 und 4’, sondern irgend zweier Punkte der geraden 
Linie. Durch das links und rechts sind die Punkte der Geraden genau in 
der gleichen Weise geordnet wie die Zeitpunkte durch das friiher und spater. 

Links und rechts sind gleichberechtigt. Es gibt eine kongruente Ab- 
bildung, die A fest laBt, jedoch die beiden Halften, in welche die Gerade 
durch A zerfillt, vertauscht; jede Strecke 44 laBt sich verkehrt mit sich 
zur Deckung bringen (so da& &2 auf 4 und 4 auf Z fallt), Hingegen laBbt 
eine kongruente Abbildung, die 4 in 4 iiberfiihrt und alle Punkte rechts 
von A in Punkte rechts von A, alle Punkte links von 4 in Punkte links 
von A, jeden Punkt der Geraden fest. Die Homogenitaét der geraden ~ 
Linie kommt darin zum Ausdruck, da8 man die Gerade so mit sich zur 
Deckung bringen kann, da& irgend einer ihrer Punkte 4 in irgend einen 
andern A’ iibergeht, die rechte Hilfte von 4 aus in die rechte Hialfte 
von A’ aus und ebenso die linke in die linke (Translation der Geraden). 
Fiihren wir fiir die Punkte der Geraden die Gleichheit 432 = A’ B’ 
durch die Erklirung ein: sie besagt, da8 42 durch eine Translation 
der Geraden in 4’#’ iibergeht, so finden hinsichtlich dieses Begriffs die 
gleichen Umstinde statt, wie sie fiir die Zeit galten. Sie erméglichen 
die Einfiihrung der Zahl und durch die Zahl die exakte Fixierung von 
Punkten auf der geraden Linie unter Zugrundelegung einer Einheits- 
strecke OL. 

Betrachten wir die Gruppe der kongruenten Abbildungen, welche die 
Gerade g fest lassen (d. h. jeden Punkt von g in einen Punkt von g 
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iiberfiihren)! Unter ihnen haben wir die Rotationen als diejenigen her- 
vorgehoben, welche nicht nur g als Ganzes, sondern jeden Punkt von & 
einzeln an seiner Stelle lassen. Wie kénnen wir in dieser Gruppe die 
Translationen von den Schraubungen unterscheiden? Ich will hier einen 
ersten Weg einschlagen, der auf einer rotativen Auffassung nicht nur 
der Geraden, sondern auch der Ebene beruht. 

Zwei von einem Punkt O ausgehende Halbgerade bilden einen Winkel. 
Jeder Winkel kann verkehrt mit sich zur Deckung gebracht werden, so 
daB der eine Schenkel auf den andern fallt und umgekehrt. Ein rechter 
Winkel ist mit seinem Nebenwinkel kongruent. Ist also 4 eine Gerade, 
die in 4 auf g senkrecht steht, so gibt es eine Rotation um g (Um- 
klappung), welche die beiden Hialften, in die % durch A zerfallt, ver- 
tauscht. Alle auf g in A senkrecht stehenden Geraden bilden die Ebene E 
durch A senkrecht zu g. Je zwei dieser senkrechten Geraden gehen 
auseinander durch Rotation um g hervor. Bringt man g irgendwie mit 

sich verkehrt zur Deckung, so dab A 

in A tibergeht, die beiden Halften, 

in die g durch 4 zerfallt, aber 

——9'  miteinander vertauscht werden, so 
kommt dabei die Ebene E notwen- 
dig mit sich selbst zur Deckung. 
Auch durch diese Eigenschaft zu- 
sammen mit der Rotationssymmetrie 
laBt sich die Ebene erkldren: zwei 
Fig. 1. kongruente rotationssymmetrische 

Tische sind eben, wenn ich dadurch, 

da ich den einen mit vertikaler Achse verkehrt auf den andern stiilpe, 
die beiden Tischplatten zur Deckung bringe. Die Ebene ist homogen. 
Der Punkt 4 auf E, der hier zunachst als »Zentrum« erscheint, ist in 
keiner Weise vor ihren iibrigen Punkten ausgezeichnet; durch jeden von 
ihnen, 4’, geht eine gerade Linie g’ hindurch von der Art, daB E aus 
allen Geraden durch A’ senkrecht zu g’ besteht. Die aus den samtlichen 
Punkten 4’ von E in dieser Weise hervorgehenden senkrechten Geraden g 
bilden eine Schar paralleler Geraden; in ihr ist die Gerade g, von der 
wir ausgingen, in keiner Weise ausgezeichnet. Die Geraden der Schar 
erfiillen den ganzen Raum, so da8 durch jeden Raumpunkt eine und nur 
eine Gerade der Schar hindurchgeht. Sie ist unabhadngig davon, an 
welcher Stelle 4 der Geraden g die obige Konstruktion ausgefiihrt wird: 
ist A* irgend ein Punkt von g, so schneidet die auf g in A* errichtete 
Normalebene nicht nur g, sondern alle Geraden der Parallelenschar senk- 
recht. Diese aus den simtlichen Punkten 4* yon g entstehenden Normal- 
ebenen E* bilden eine parallele Schar von Ebenen; auch sie erfiillen 
den Raum einfach und liickenlos. Es bedarf nur noch eines kleinen 
Schrittes, um von dem so gewonnenen Raumgeriist zum rechtwinkligen 
Koordinatensystem zu gelangen, Hier benutzen wir es jedoch, um den 
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Begriff der raumlichen Translation festzulegen. die Translation ist eine kon- 
gruente Abbildung, die nicht nur g, sondern jede Gerade der Parallelenschar 
in sich iiberfiihrt. Es gibt eine und nur eine Translation, welche den belie- 
bigen Punkt 4 von g in den beliebigen Punkt 4* derselben Geraden iiberfiihrt. 

Ich will noch einen zweiten Weg angeben, um zum Begriff der Trans- 
lation zu gelangen. Das Hauptkennzeichen der Translation ist, da8 in 
ihr alle Punkte gleichberechtigt sind, daB von dem Verhalten eines Punktes 
bei der Translation nichts Objektives ausgesagt werden kann, was nicht 
auch fiir jeden andern gelte (so da8 auch bei gegebener Translation die 
Punkte des Raumes nur durch individuelles Aufweisen [>dieser da«] von- 
einander unterschieden werden kénnen, wahrend z. B. in einer Rotation 
sich die Punkte der Achse durch die Eigenschaft, daB sie an ihrer Stelle 
bleiben, vor allen iibrigen auszeichnen). Indem wir dieses Kennzeichen 
in den Vordergrund stellen, ergibt sich die folgende Erklarung der Trans- 
lation, die von dem Begriff der Rotation ganz unabhangig ist. Bei 
einer kongruenten Abbildung 7 gehe der beliebige Punkt P in P’ iiber; wir 
wollen PP’ ein Paar zusammengehériger Punkte nennen. Hat eine zweite 
kongruente Abbildung 77 die Eigenschaft, daB sie jedes Paar (nach /) 
zusammengehoriger Punkte wiederum in ein solches Paar iiberfiihrt, so soll 
sie mit der ersten vertauschbar genannt werden. Eine kongruente Abbildung 
hei®t eine Translation, wenn es mit ihr vertauschbare kongruente Ab- 
bildungen gibt, welche den beliebigen Punkt 4 in den beliebigen Punkt 2 
iiberfiihren. — Da8& zwei kongruente Abbildungen /, 7/7 miteinander ver- 
tauschbar sind, besagt, wie man sofort auf Grund der Erklarung beweist, 
daB die durch Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen /, // ent- 
stehende kongruente Abbildung mit derjenigen identisch ist, die durch 
Hintereinanderausfiihrung dieser beiden Abbildungen //, 7 in umgekehrter 
Reihenfolge hervorgeht. Es ist eine Tatsache, daB eine Translation (und 
zwar, wie sich gleich zeigen wird, nur eine) existiert, welche den belie- 
bigen Punkt 4 in den beliebigen # iiberfiihrt. Es ist eine Tatsache, 
daB, wenn © eine Translation ist, 4 und B irgend zwei Punkte, nicht 
blo& laut Definition) iiberhaupt eine mit € vertauschbare kongruente Ab- 
bildung existiert, die 4 in Z iiberfiihrt, sondern da8 insbesondere diejenige 
Translation, welche A nach B bringt, die geforderte Eigenschaft besitzt. 
Eine Translation ist daher mit allen Translationen vertauschbar; und eine 
kongruente Abbildung, die mit allen Translationen vertauschbar ist, not- 
wendig selber eine Translation. Daraus folgt, da& diejenige kongruente 
Abbildung, die durch Hintereinanderausfiihrung zweier Translationen ent- 
steht, und ebenso die »Inverse« einer Translation (d. i. diejenige Abbil- 
dung, welche die Translation gerade wieder riickgangig macht) eine Trans- 
lation ist: die Translationen bilden eine »Gruppe«’). Es gibt keine Trans- 
lation, die den Punkt 4 in 4 iiberfiihrt, auBer der Identitat, die jeden 
Punkt festlaBt. Denn wenn eine solche Translation P in FP’ iiberfiihrt, 
so mu es nach Definition eine kongruente Abbildung geben, die 4 in 
P und gleichzeitig 4A in P’ verwandelt; mithin muB P’ mit P identisch sein. 
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Es kann daher auch nicht zwei verschiedene Translationen geben, welche 
A in einen anderen Punkt # iiberfiihren. 

Ist so der Begriff der Translation unabhingig von dem der Rotation 
begriindet, so laBt sich der obigen rotativen Auffassung von Gerade und 
Ebene eine translative gegeniiberstellen. Sei a eine Translation, die den 
Punkt 4, in A, iiberfiihrt. Diese selbe Translation wird 4, in einen 
Punkt 4,, 4, in A, iiberfiihren usf.; durch sie wird A, aus einem ge- 
wissen Punkt A_, hervorgehen, 4_, aus A_, usf. Damit erhalten wir 
zwar noch nicht die Gerade, aber eine Folge Aquidistanter Punkte auf 
ihr. Nun existirt jedoch, wenn # eine natiirliche Zahl ist, eine Trans- 


Pet : : ‘ ; : : 
lation —, die bei #-maliger Wiederholung a ergibt. Verwenden wir, 
n 
Cay : : 5 
vom Punkte 4, unsern Ausgang nehmend, — in der gleichen Weise wie 
9 


eben a, so erhalten wir eine 7-mal so dichte Punkterfiillang der zu kon- 
struierenden Geraden. Nehmen wir hier fiir 2 alle méglichen ganzen Zahlen, 
so wird diese Erfiillung, je gréBer 7 wird, um so dichter werden, und alle 
Punkte, die wir erhalten, verflieBen zu einem Linearkontinuum, in das sie 
sich unter Aufgabe ihrer selbstiindigen Existenz einbetten (ich appelliere hier 
an die Anschauung der Kontinuitit). Die gerade Linie, k6nnen wir sagen, 
entsteht aus einem Punkte durch immer wiederholte Ausfiihrung derselben 
infinitesimalen Translation und ihrer Inversen. Eine Ebene aber entsteht 
durch Translation einer Geraden g an einer andern /: sind g, 4 zwei 
verschiedene, durch den Punkt 4A, gehende Gerade, so iibe man auf ¢ 
alle Translationen aus, welche # in sich tiberfiihren; die samtlichen so 
aus g entstehenden Geraden bilden die Verbindungsebene von g und 2%. 

Es kommt erst Ordnung in den logischen Aufbau der Geometrie, 
wenn man den allgemeinen Begriff der kongruenten Abbildung zunichst 
zu dem der Translation verengert und diesen als Grundstein des axio- 
matischen Fundaments verwendet (§§ 2, 3). Doch kommen wir dadurch 
nur zu einer rein translativen, der >affinen« Geometrie, in deren Rahmen 
hernach der allgemeine Begriff der Kongruenz wieder eingefiihrt werden 
muB (§ 4). Nachdem die Anschauung uns die nétigen Unterlagen ge- 


hefert hat, treten wir mit dem nidchsten Paragraphen in die Domane der 
deduktiven Mathematik hiniiber. 


§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie. 


Eine Translation oder Verschiebung a des Raumes wollen wir bis auf 
weiteres als einen Vektor bezeichnen; spiiter freilich werden wir mit diesem 
Namen eine allgemeinere Vorstellung verbinden. Da bei der Ver- 
schiebung a der Punkt P in Q iibergeht, werde auch so ausgedriickt: Q 
ist der Endpunkt des von P aus aufgetragenen Vektors a. Sind P und Q 
irgend zwei Punkte, so gibt es eine und nur eine Verschiebung a, die 
P in Q iiberfiihrt; wir nennen sie den durch P und Q bestimmten Vektor 
und bezeichnen ihn mit PO. 
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Diejenige Translation ¢c, die durch Hintereinanderausfiihrung zweier 
Translationen a und 6 entsteht, werde als die Summe von a und § be- 
zeichnet: ¢ == a-+ b. Aus der Definition der Summe ergibt sich 1) die 
Bedeutung der Multiplikation (Wiederholung) und der Teilung eines Vektors 
durch eine ganze Zahl; 2) der Sinn der Operation —, welche den Vektor a 
in den inversen — a verkehrt; 3) was unter dem Vektor o zu verstehen 
ist, nimlich die alle Punkte festlassende »Identitit«. Es ist a + 0 =a, 
a-+(—a) =o. Weiter folgt daraus die Bedeutung des Symbols += 


== 4a, in welchem m und ~ irgend zwei natiirliche Zahlen sind und 4 
m ; ; ates 
den Bruch = me bezeichnet. Durch die Forderung der Stetigkeit ist 


damit auch festgelegt, was unter dem Vektor Aa zu verstehen ist, wenn A eine 
beliebige reelle Zahl. Wir stellen folgendes einfache Axiomensystem der 
affinen Geometrie auf. 


I. Vektoren. 


Je zwei Vektoren a und % bestimmen eindeutig einen Vektor a+-b als 
thre »Summe«; eine Zahl ih und ein Vektor a bestimmen eindeutig einen 
Vektor ha, das »h-fache von a« (Multiplikation). Diese Operationen ge- 
niigen folgenden CGesetzen. 

a) Addition. 

tr.a+tbh=—b+a (hommutatives Gesetz). 

2. (a+b) +c=—a+t (b+¢) (assoziatives Gesetz). 

3. Sind a und c irgend zwet Vektoren, so gibt es einen und nur einen X, 
fiir welchen die Glechung a+%=C gut. Er heipt die Differenz ¢—a 
von c und a. (Méglichkeit der Subtraktion.) 

8) Multiplikation. 
. (A+ wa = (Aa) + (ua) (erstes distributives Gesetz). 
. A(wa) = (Au)a (assoziatives Gesetz). 
Iq = a. 
A(a + b) = (Aa) + (Ab) (zwectes distributives Gesetz). ; 

Die Gesetze #) folgen fiir rationale Multiplikatoren A, uw aus den 
Additionsaxiomen, falls wir die Multiplikation mit solchen Faktoren wie 
oben aus der Addition erk/aren. GemaB dem Prinzip der Stetigkeit 
nehmen wir sie auch fiir beliebige reelle Zahlen in Anspruch, formu- 
lieren sie aber ausdriicklich als Axiome, da sie sich in dieser Allge- 
meinheit rein logisch nicht aus den Additionsaxiomen herleiten lassen. 
Indem wir darauf verzichten, die Multiplikation auf die Addition zuriick- 
zufiihren, setzen sie uns in den Stand, aus dem logischen Aufbau der 
Geometrie die schwer zu greifende Stetigkeit ganz zu verbannen. 4. faBt 
die Ahnlichkeitssitze zusammen. 


hw NN 


vy) Das »Dimensionsaxiom«, das hier seine Stelle im System findet, 
werden wir erst hernach formulieren. 
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II. Punkte und Vektoren. 

1. Je zwei Punkte A und B bestimmen einen Vektor a; in Leichen 
>> 
AB=a. Ist A irgend ein Punkt, a Gee ein Vektor, so gibt es einen 
und nur BEL Punkt B, Aig welchen Fie == 0 257. 

Dy IEE AB =a, boat, so ist iG lh Ny 

In diesen Axiomen treten zwei Grundkategorien von Gegenstanden auf, 
die Punkte und die Vektoren; drei Grundbeziehungen, naimlich diejenigen, 
welche durch die Symbole 

>> 

(1) a-+b=c, ie Ae ao 
ausgedriickt werden. Alle Begriffe, die sich allein mit ihrer Hiilfe rein 
logisch definieren lassen, gehdren zur affinen Geometrie; alle Satze, welche 
sich aus diesen Axiomen rein logisch folgern lassen, bilden das Lehr- 
gebiude der affinen Geometrie, das somit auf der hier gelegten axio- 
matischen Basis deduktiv errichtet werden kann. Ubrigens sind unsere 
Axiome nicht alle logisch unabhingig voneinander, sondern die Additions- 
axiome fiir Vektoren (7a, 2. und 3.) folgen aus denen, (//), welche die 
Beziehung zwischen Punkten und Vektoren regeln. Es lag uns aber daran, 
daB die Axiome J iiber Vektoren fiir sich schon ausreichen, um alle Tat- 
sachen, welche nur die Vektoren (und nicht die Beziehungen zwischen 
Punkten und Vektoren) betreffen, aus ihnen zu folgern. 
; Aus den Additionsaxiomen Ja 1la®t sich schlieBen, daB ein bestimmter 
Vektor o existiert, der fiir jeden Vektor a die Gleichung a + oq 


erfiillt; aus den Axiomen /7 ergibt sich weiter, daB AB dann und nur 
dann dieser Vektor o ist, wenn die Punkte 4 und & zusammenfallen. 
Ist O ein Punkt, e ein von o verschiedener Vektor, so bilden die End- 
punkte P aller Vektoren OP von der Form &e (§ eine beliebige reelle 
Zahl) eine Gerade. Durch diese Erklarung wird die translative Auffassung 
der Geraden in eine exakte, nur die Grundbegriffe des affinen Axiomen- 
systems benutzende Definition gekleidet. Diejenigen Punkte P, fiir welche 
die Abszisse § positiv ist, bilden die eine Hilfte, diejenigen, fiir welche 
£ negativ ist, die andere Halfte der Geraden von O aus. Schreiben wir 
e, statt e und ist e, ein weiterer Vektor, der nicht von der Form §e, ist, 


so bilden die Endpunkte P aller Vektoren OP von der Form §, e, + & e, 
eine bene (translative Entstehung der Ebene durch Verschiebung einer 
Geraden lings einer andern). Verschieben wir endlich die Ebene E lings 
einer durch O hindurchgehenden, aber nicht in E gelegenen Geraden, so 
durchstreicht sie den ganzen Raum. Ist mithin e, ein Vektor, der nicht 
unter der Form § e, + & e, enthalten ist, so on jeder Vektor auf eine 
und nur eine Weise als eine lineare Kombinauen 


S e, Sate So = Eres 
von @, @, €, dargestellt werden, Es ergeben sich hier naturgemaB 
folgende Begriffsbestimmungen, 


§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie. Ly. 


Eine endliche Anzahl von Vektoren e,, ¢,, °+:, €, heiBt Zvear un- 
abhangig, wenn 


(2) Se aA ae erltae) 


nur dann = o ist, falls samtliche Koeffizienten § verschwinden. Unter 
dieser Voraussetzung bilden, wie wir uns ausdriicken wollen, die simt- 
lichen Vektoren yon der Form (2) eine 4-dimensionale lineare Vektor- 
Mannigfaltigkeit, und zwar diejenige, welche von den Vektoren e¢,, ¢,, 
+, €, »aufgespannt« wird. Eine /-dimensionale lineare Vektor-Mannig- 
faltigkeit It kann, unabhingig von der besonderen »Basis« e;, folgender- 
mafien gekennzeichnet werden: 

1. Die beiden Grundoperationen: Addition zweier Vektoren und Mul- 
tiphkation eines Vektors mit einer Zahl fiihren nicht aus der Mannigfaltig- 
keit heraus; d. h. die Summe zweier zu Jt gehdrigen Vektoren wie auch 
das Produkt eines zu Mt gehdrigen Vektors mit einer beliebigen reellen 
Zahl liegt stets wieder in Me. 

2. Es existieren in §¢ wohl # linear unabhingige Vektoren, aber je 
A-+-1 sind voneinander linear abhangig. 

Aus der 2. Eigenschaft (die aus unserer urspriinglichen Definition mit 
Hiilfe der elementarsten Sitze iiber lineare Gleichungen folgt) entnehmen 
wir, da die Dimensionszahl / fiir die Mannigfaltigkeit als solche charakte- 
ristisch ist und nicht abhangig von der speziellen Vektorbasis, durch 
welche wir sie »aufspannen<. 

Das in der obigen Tabelle der Axiome noch ausgelassene Dimensions- 
axiom kann jetzt so formuliert werden: 

Es gibt n linear unabhangige Vektoren, aber je n-+-1 sind voneinander 
linear abhangig, 
oder: die Vektoren bilden eine z-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit. 
Das fiihrt fiir » = 3 auf die affine raumliche Geometrie, fiir ~ = 2 auf 
die ebene, fiir # = 1 auf die Geometrie der Geraden. Bei der deduk- 
tiven Behandlung der Geometrie wird es aber zweckmaBig sein, den Wert 
von 2 unbestimmt zu lassen und so eine »#-dimensionale Geometrie« zu 
entwickeln, in welcher die der Geraden, der Ebene und des Raumes als 
die speziellen Faille 7 = 1, 2, 3 enthalten sind. Denn wir sehen (hier 
fiir die affine, hernach fiir die vollstindige Geometrie), da8 in der mathe- 
matischen Struktur des Raumes nichts hegt, was uns nétigt, bei der 
Dimensionszahl 3 stehen zu bleiben. Gegeniiber der in unsern Axiomen 
ausgedriickten mathematischen GesetzmaBigkeit des Raumes erscheint seine 
spezielle Dimensionszahl 3 als eine Zufalligkeit, iiber die wir in einer 
systematischen deduktiven Theorie hinwegschreiten miissen. Auf die damit 
gewonnene Idee einer #-dimensionalen Geometrie kommen wir noch im 
nichsten Paragraphen zuriick*), Zunachst miissen wir die begonnenen Er- 
klarungen vervollstandigen. 

Ist O ein beliebiger Punkt, so erfiillen die simtlichen Endpunkte P 
der von O aus aufgetragenen Vektoren einer /-dimensionalen linearen 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 2 
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Vektor-Mannigfaltigkeit IN, wie sie durch (2) dargestellt ist, ein 2-dimensto- 
nales lineares Punktgebilde; wir sagen, es werde vom Punkte O aus durch 
die Vektoren e,, €,, °**, €s aufgespannt. (Das eindimensionale Gebilde 
heiBt Gerade, das zweidimensionale Ebene.) Der Punkt O spielt auf dem 
linearen Gebilde keine ausgezeichnete Rolle; ist O’ irgend ein Punkt des- 


selben, so durchlauft on P, wenn fiir P alle mdglichen Punkte des linearen 
Gebildes eintreten, die gleiche Vektor-Mannigfaltigkeit Mt. Tragen wir 
die simtlichen Vektoren der Mannigfaltigkeit Jt einmal von einem Punkte O, 
ein andermal von einem beliebigen andern Punkte O’ auf, so nennen wir 
die beiden entstehenden linearen Punktgebilde zueinander paral/e/, Darin 
liegt insbesondere die Definition paralleler Geraden und paralleler Ebenen. 
Derjenige Teil des durch Abtragen aller Vektoren (2) von O aus ent- 
standenen /-dimensionalen linearen Gebildes, den wir erhalten, wenn wir 


die € der Beschrankung 


Os. = 15 5 ih as te 7 Sas 
unterwerfen, werde das von O aus durch die Vektoren @,, @,, --+, € 
aufgespannte /-dimensionale Parallelepiped genannt. (Das eindimensionale 
Parallelepiped hei®t Strecke, ein zweidimensionales Parallelogramm. — Alle 


diese Begriffe tragen die Beschrankung auf den uns anschaulich gegebenen 
Palle” 4 nicht™in*<ich;) 

Einen Punkt O zusammen mit » linear unabhingigen Vektoren e,, e,, 
+++, @, nennen wir ein Koordinatensystem (@). Jeder Vektor ¢ kann 
auf eine und nur eine Weise in der Form 


(3) r=€e+é&e,--+---+ oe 


dargestellt werden; die Zahlen §; nennen wir seine Komponenten in dem 


Koordinatensystem (€). Ist P ein beliebiger Punkt und OP gleich dem 
Vektor (3), so heiBen die § auBerdem die Koordinaten von P. Alle 
Koordinatensysteme sind in der affinen Geometrie gleichberechtigt: es 
gibt keine affingeometrische Eigenschaft, durch welche sich das eine von 
dem andern unterschiede. Ist 


ee , ' 
Ooze CEE te 


Dn 


ein zweites Koordinatensystem, so werden Gleichungen gelten 
Gf 
(4) <> OR eR , 
in denen die az; ein Zahlsystem bilden, das wegen der linearen Un- 
abhingigkeit der e; eine von o verschiedene Determinante besitzen mu8. 


Sind §; die Komponenten eines Vektors y im ersten, & im zweiten Ko- 
ordinatensystem, so besteht der Zusammenhang 


(5) E; aS ai Sk , 
; Rack 
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wie man findet, indem man die Ausdriicke (4) in die Gleichung 
DER eG 


einsetzt. @,, O,, ***, @, seien die Koordinaten von O’ im ersten Ko- 
ordinatensystem. Sind x; die Koordinaten eines beliebigen Punktes im 
ersten, x; im zweiten Koordinatensystem, so gelten die Gleichungen 


n 
(6) x; =>! Op xe + a; 
kar 

Denn x;— a; sind die Komponenten von 

>> >> >> 

O'P= OP—OO' 
im ersten, x; im zweiten Koordinatensystem. Die Transformationsformeln (6) 
fiir die Koordinaten sind also linear; diejenigen (5) fiir die Vektorkompo- 
nenten entstehen aus ihnen einfach dadurch, daB die von den Variabeln 
freien konstanten Glieder a; gestrichen werden. — Es ist eine analytische 
Behandlung der affinen Geometrie méglich, bei der jeder Vektor durch 
seine Komponenten, jeder Punkt durch seine Koordinaten reprasentiert 
wird. Die geometrischen Beziehungen zwischen Punkten und Vektoren 
driicken sich dann aus als solche zwischen ihren Komponenten bzw. Ko- 
ordinaten bestehende Zusammenhinge, die durch beliebige lineare Trans- 
formation nicht zerstért werden. 

Die Formeln (5), (6) lassen noch eine andere Deutung zu: sie konnen 
als die Darstellung einer affinen Abbildung in einem bestimmten Ko- 
ordinatensystem aufgefaBt werden. Eine Abbildung, d. i. ein Gesetz, das 
jedem Vektor x einen »Bild«-Vektor x’, jedem Punkt P einen »Bild«- 
Punkt /’ zuordnet, hei®t linear oder affin, wenn durch die Abbildung die 
affinen Grundbeziehungen (1) nicht zerstért werden — wenn also das 
Bestehen von (1) die gleichen Relationen fiir die Bild-Vektoren und Punkte 
zur Folge hat: 

>> 
a+ h’=c', basa, A'B' =a — 
und wenn aufgerdem das Bild keines von o verschiedenen Vektors = o 
ist, oder anders ausgedriickt: wenn aus zwei Punkten nur dann der gleiche 
Bildpunkt hervorgeht, falls sie selber identisch sind. Zwei Figuren, die 
durch affine Abbildung auseinander hervorgehen, sind affin, Sie sind vom 
Standpunkt der affinen Geometrie einander véllig gleich; es kann keine 
affine Eigenschaft geben, welche der einen zukame, der andern aber nicht. 
Der Begriff der linearen Abbildung spielt also fiir die affine Geometric 
die gleiche Rolle wie die Kongruenz in der vollstindigen Geometric; 
daraus geht seine prinzipielle Bedeutung hervor. Linear unabhangige 
Vektoren gehen durch affine Abbildung wieder in linear unabhangige tiber; 
ein f-dimensionales lineares Gebilde in ein ebensolches Gebilde; parallele 
in parallele; ein Koordinatensystem O|e,, @,, °+*, @: in ein neues Ko- 
ordinatensystem O'|e’,, ej, ++:, x. Die Zahlen az;, a; mégen die gleiche 


2* 
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Bedeutung haben wie oben. Der Vektor (3) verwandelt sich durch die 

affine Abbildung in 
uo Se + S50, +++ + bate. 

Setzen wir die Ausdriicke yon e; ein, benutzen zur Darstellung der affi- 

nen Abbildung das urspriingliche Koordinatensystem OF) Ce anne 

und verstehen unter &; die Komponenten irgend eines Vektors, unter 

& die seines Bildvektors, so ist also 


(5’) > leer. 
eat 
>> »>> 
Geht P iiber in 2’, so der Vektor OP in O'P’; daraus folgt: sind x; 
die Koordinaten von P, x; die von P’, so gilt 


ea 
Co » ier + a2. 
|Z se 


In der analytischen Geometrie pflegt man die linearen Gebilde durch 
lineare Gleichungen fiir die Koordinaten des »laufenden Punktes« zu 
charakterisieren. Darauf werden wir im niachsten Paragraphen genauer 
eingehen; hier finde nur noch der Grundbegriff »lineare Form:, auf dem 
diese Darstellung beruht, seinen Platz. Eine Funktion Z (ry) — deren 
Argument yx alle Vektoren durchlauft, deren Werte aber reelle Zahlen 
sind —heiBt eine Zzmearform, wenn sie die Funktionaleigenschaften besitzt: 


L(a + b) = L(a) + L(b); Liha) = ier (a)e 
In einem Koordinatensystem e,, €,,.°-+, @z ist jede der 2 Vektorkompo- 


nenten €; von x eine solche Linearform. Fiir eine beliebige Linearform Z 
gilt, wenn y¢ durch (3) definiert ist, 
L(t) = &,Z(e,)+ (Dae OG es EL (x) 5 
setzen wir also Z(e;) = a;, so erscheint die Linearform, in Komponenten 
dargestellt, unter der Gestalt 
a,§, +a,§,+ ae + an$, 5 

die a; sind ihre konstanten Koeffizienten. Umgekehrt wird durch jeden 
Ausdruck dieser Art eine Linearform gegeben. Mehrere Linearformen 


L,, L,, +++, Ly sind linear unabhangig, wenn keine Konstanten A; existieren, 
fiir welche identisch in ¢ die Gleichung 


A,L, (t) == AL, (r) =F OO An Ln (r) a 


besteht, auBer 4; = 0. m1 Linearformen sind stets linear abhangig 
voneinander, 


§ 3. Idee der m-dimensionalen Geometrie. Lineare Algebra, 
Quadratische Formen. 


Um die Raumgesetze in ihrer vollen mathematischen Harmonie zu 
erfassen, mussen wir von der besonderen Dimensionszahl » = 3 abs- 
trahieren. Es hat sich nicht nur in der Geometrie, sondern in noch er- 


§ 3. Idee der x-dimensionalen Geometrie. Lineare Algebra. Quadratische Formen. 2] 


staunlicherem Mafe in der Physik immer wieder gezeigt, da’, sobald wir 
die Naturgesetze, von denen die Wirklichkeit beherrscht ist, erst einmal 
vollig durchdringen, diese sich in mathematischen Beziehungen von der 
durchsichtigsten Einfachheit und vollendetsten Harmonie darstellen. Den 
Sinn fiir diese Einfachheit und Harmonie, den wir heute in der theo- 
retischen Physik nicht missen kénnen, zu entwickeln, scheint mir eine 
Hauptaufgabe des mathematischen Unterrichts zu sein; sie ist fiir uns eine 
Quelle hoher Erkenntnisbefriedigung. Die analytische Geometrie, in so 
gedrangter und prinzipieller Form yvorgetragen, wie ich es hier versuche, 
gibt einen ersten, aber noch unzulanglichen Begriff davon. Doch nicht 
nur um solcher Zwecke willen miissen wir uns iiber die Dimensionszahl 
m = 3 erheben, sondern wir benotigen fiir spatere konkrete physikalische 
Probleme, wie sie die Relativitatstheorie mit sich bringt, in der die Zeit 
zum Raum hinzutritt, die vierdimensionale Geometrie. 

Man braucht keineswegs die Geheimlehren der Spiritisten zu Rate zu 
ziehen, um sich den Gedanken einer mehrdimensionalen Geometrie an- 
schaulich naéher zu bringen. Betrachten wir z. B. homogene Gasgemische 
aus Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff und Kohlensiure. Ein beliebiges 
Quantum eines solchen Gemisches ist charakterisiert durch die Angabe, 
wieviel Gramm jedes Gases in ihm enthalten sind. Nennen wir jedes 
solche Quantum einen Vektor (Namen kénnen wir geben, wie wir wollen) 
und verstehen unter Addition die Vereinigung zweier Gasquanten im 
gewOohnlichen Sinne, so sind die siamtlichen auf Vektoren beziiglichen 
Axiome / unseres Systems mit der Dimensionszahl 7 = 4 erfiillt, wenn 
wir uns erlauben, auch von negativen Gasquanten zu reden. 1 gr reinen 
Wasserstoffs, 1 gr Sauerstoff, 1 gr Stickstoff und 1 gr Kohlensadure sind 
vier voneinander unabhingige »Vektoren«, aus denen sich alle andern 
linear zusammensetzen lassen, bilden also ein Koordinatensystem. — Oder 
ein anderes Beispiel: Auf jeder von 5 parallelen Stangen ist eine kleine 
Kugel verschiebbar. *Ein bestimmter Zustand dieser primitiven »Rechen- 
maschine« ist gegeben, wenn die Stelle, an der sich jede der 5 Kugeln 
auf ihrer Stange befindet, bekannt ist. Nennen wir jeden solchen Zustand 
einen »Punkt« und jede simultane Verschiebung der 5 Kugeln einen 
»Vektor«, so sind unsere simtlichen Axiome erfiillt mit der Dimensions- 
zahl 2 = 5. — Man sieht schon hieraus: es lassen sich anschauliche 
Gebilde mancherlei Art konstruieren, die bei geeigneter Namengebung 
unseren Axiomen geniigen. 

Viel wichtiger aber als diese etwas spielerischen Exempel ist das 
folgende, welches zeigt, daB® jene Axiome die Operationsbasis fiir die 
Theorie der linearen Gleichungen charakterisieren. Sind a; und @ gegebene 
Zahlen, so nennt man bekanntlich 


(7) OX, +0, %, + +++ + Onx, = 0 
eine homogene, 


(8) OX, Oe, He Hone, = 
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eine inhomogene lineare Gleichung fiir die Unbekannten 2; Zur Behand- 
lung der Theorie der linearen homogenen Gleichungen ist¥es gut, fiir ein 
Wertsystem der Variabeln x; einen kurzen Namen zu haben; wir bezeichnen 
es als »Vektor«. Mit diesen Vektoren soll so gerechnet werden, daf unter 
der Summe der beiden Vektoren 

(@,, %, ***, 4) und eg Or bn) 


(4, +4,, aw eR an + On) 
verstanden wird und unter dem A-fachen des ersten der Vektor 
(Aa, Ad, -+-; Nan): 


Dann sind die Axiome J iiber Vektoren erfiillt mit der Dimensionszahl . 


der Vektor 


&n== (0, 0, 0, **-, r) 

bilden ein System unabhaingiger Vektoren; die Komponenten eines be- 
liebigen Vektors (x,, x, °-+, xn) in diesem Koordinatensystem sind die 
Zahlen x; selber. Der Hauptsatz iiber die Lésung linearer homogener 
Gleichungen li8t sich jetzt so aussprechen: Sind Z, (r), Z, (t), -°+, Zz (k) 
A linear unabhangige Linearformen, so bilden die Lésungen x der Glei- 
chungen 

L(t) = 0, L,(t) = 0, +--+, Lilt) =o 
eine (z — f)-dimensionale lineare Vektor-Mannigfaltigkeit. 

In der Zheorie der inhomogenen linearen Gleichungen wollen wir ein 
Wertsystem der Variablen x; lieber als einen »Punkt« bezeichnen. Sind 
x; und x; zwei Lésungssysteme der Gleichung (8), so ist ihre Differenz 

Se seme ah Copy eter uns ETERS alefes Pec 
eine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung (7). Wir wollen 
deshalb diese Differenz zweier Wertsysteme der Variablen x; einen » Vektor« 
nennen, und zwar den durch die beiden »Punkte« (x,) und (x;) bestimmten 
Vektor, und iiber die Addition von Vektoren und ihre Multiplikation mit 
einer Zahl die obigen Verabredungen treffen. Dann gelten die sdimtlichen 
Axiome. Fiir das besondere Koordinatensystem, das aus den oben an- 
gegebenen Vektoren e; besteht und dem »Anfangspunkt« O = (0, 0, ---, 0), 
sind die Koordinaten eines Punktes (x;) die Zahlen x; selber. Der Haupt- 
satz liber lineare Gleichungen lautet: Diejenigen Punkte, welche % unab- 
hangigen linearen Gleichungen geniigen, bilden ein (7 — /)-dimensionales 
lineares Punktgebilde. 

So wiirde man auch ohne Geometrie von der Theorie der linearen 
Gleichungen her auf die natiirlichste Weise nicht nur zu unsern Axiomen 
gefiihrt werden, sondern auch zu den weiteren Begriffsbildungen, die wir 
an sie angeschlossen haben. Ja es wire sogar in mancher Hinsicht 
zweckmaBig (wie namentlich die Formulierung des Satzes iiber homogene 
Gleichungen zeigt), die Theorie der linearen Gleichungen auf axiomatischer 
Basis in der Weise zu entwickeln, da8 man die hier von der Geometrie 
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her gewonnenen Axiome an die Spitze stellt. Sie wiirde dann giiltig sein 
fiir irgend ein Operationsgebiet, das jenen Axiomen geniigt, und nicht 
bloB fiir die »Wertsysteme yon # Variablen«. Freilich ist der Ubergang 
yon einer solchen mehr begrifflichen zu der iiblichen, von vornherein 
mit Zahlen x; operierenden mehr formalen Theorie ohne weiteres dadurch 
zu vollziehen, da man ein bestimmtes Koordinatensystem zugrunde legt 
und nun statt der Vektoren und Punkte ihre Komponenten und Koor- 
dinaten benutzt. 

Aus alle dem geht hervor, da die ganze affine Geometrie iiber den 
Raum nur dieses lehrt (man wird uns ohne genauere Erklarung verstehen), 
daB er ein dreidimensionales lineares Griéfengebiet ist. Alle die anschau- 
lichen Einzeltatsachen, deren in § 1 Erwahnung geschah, sind nur Ver- 
kleidungen dieser einen einfachen Wahrheit. Ist es nun auf der einen Seite 
auBerordentlich befriedigend, fiir die vielerlei Aussagen iiber den Raum, 
raumliche Gebilde und réumliche Beziehungen, aus denen die Geometrie 
besteht, diesen einen gemeinsamen Erkenntnisgrund angeben zu k6nnen, 
so mu auf der andern Seite betont werden, da dadurch aufs deutlichste 
hervortritt, wie wenig die Mathematik Anspruch darauf machen kann, das 
anschauliche Wesen des Raumes zu erfassen: von dem, was den Raum 
der Anschauung zu dem macht, was er zs¢ in seiner ganzen Besonderheit 
und was er nicht teilt mit »Zustinden von Rechenmaschinen« und »Gas- 
-gemischen« und »Lésungssystemen linearer Gleichungen«, enthalt die Geo- 
metrie nichts. Dies »begreiflich« zu machen oder ev. zu zeigen, warum 
und in welchem Sinne es unbegreiflich ist, bleibt der Metaphysik iiber- 
lassen. Wir Mathematiker kdnnen stolz sein auf die wunderbare Durch- 
sichtigkeit der Erkenntnis vom Raume, welche wir gewinnen; aber wir 
miissen uns zugleich sehr bescheiden, da unsere begrifflichen Theorien 
nur imstande sind, das Raumwesen nach einer Seite hin, noch dazu seiner 
oberflachlichsten und formalsten, zu erfassen. — 

Aus dem Gebiete der linearen Algebra haben wir, um von der affinen 
zar vollstindigen metrischen Geometrie iiberzuleiten, noch einige Begriffe 
und Tatsachen nétig, die sich auf dzineare und guadratische Formen 
beziehen. Eine Funktion Qjry) zweier willkiirlicher Vektoren y und y 
hei®t, wenn sie eine lineare Form sowohl in x wie in ¥ ist, eine Bilinear- 
form. Sind bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems §; die 
Komponenten von x, 4; die von 4, so gilt eine Gleichung 


nw 
ai 
Q(ty) => ae Sine 
Wimp 
mit konstanten Koeffizienten a;z. Wir wollen die Form »#icht-ausgeartet« 
nennen, wenn sie fiir einen Vektor x identisch in y nur dann verschwindet, 


falls y = 0 ist. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die homo- 
genen Gleichungen 
Sy ae: ate) 


f==3 
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die einzige Loésung &; = o besitzen oder wenn die Determinante (ete 
ist. Aus der Erklarung geht hervor, daB diese Bedingung des Nicht-Ver- 
schwindens der Determinante bei beliebiger linearer Transformation erhalten 
bleibt. Die Bilinearform heiBt symmetrisch, wenn Q yx) = Q(ry) ist; an 
den Koeffizienten gibt sich das durch die Symmetrie-Eigenschaft az; = @iz 
kund. Aus jeder Bilinearform Qiry) entsteht eine nur von einem variablen 
Vektor ¢ abhingige guadratische Form 


n 
Olx) = Olex) =D ends. 
t,2=1 
Auf diese Weise entsteht jede quadratische Form insbesondere aus einer 
und nur einer symmetrischen Bilinearform. Die eben gebildete quadratische 
Form Q'r) kann namlich auch durch Identifizierung von x und  erzeugt 
werden aus der symmetrischen Form 


£{Q(ry) + Q(yx)}. 


DaB aus zwei verschiedenen symmetrischen Bilinearformen nicht dieselbe 
quadratische Form hervorgehen kann, ist bewiesen, wenn man zeigt, daB 
eine symmetrische Bilinearform Q(ry', die identisch in y der Gleichung 
Q(rx) = o geniigt, identisch verschwinden mu8. Dies geht aber aus der 
fiir jede symmetrische Bilinearform giiltigen Relation 


(9) Qir+y, r+b) = Qlrzr) + 2 Q(ry) + O(yy) 


hervor. Ist Q(r) das Zeichen fiir eine beliebige quadratische Form, so 
bedeutet Q/ry) immer, ohne daB wir es jedesmal erwahnen, diejenige 
symmetrische Bilinearform, aus welcher Q(x) entsteht. Da eine quadratische 
Form nicht-ausgeartet sei, soll bedeuten, da8 jene symmetrische Bilinear- 
form nicht-ausgeartet ist. Eine quadratische Form Q(x) ist posztiv-definit, 
wenn sie der Ungleichung Q(z) > fiir jeden Vektor x =: o geniigt. Eine 
solche ist gewif nicht-ausgeartet; denn fiir keinen Vektor y == o kann 
dann Q(x) identisch in ) gleich o sein, da es fiir y = x positiv ausfillt. 


§ 4. Grundlagen der metrischen Geometrie. 


Um den Ubergang von der affinen zur metrischen Geometrie zu be- 
werkstelligen, miissen wir noch einmal aus dem Born der Anschauung 
schépfen. Ihr entnehmen wir (fiir den dreidimensionalen Raum) die Er- 
klarung jener Grd8e, die man als das skalare Produkt zweier Vektoren 
a und b bezeichnet. Nach Wahl eines bestimmten Einheitsvektors messen 
wir die Lange von a und die (mit dem richtigen Vorzeichen zu ver- 
sehende) Linge der senkrechten Projektion von 6 auf a und multiplizieren 
diese beiden Maf8zahlen miteinander. Dabei sind also nicht blo8, wie in 
der affinen Geometrie, parallele Strecken ihrer Lange nach zu vergleichen, 


sondern solche von beliebiger Richtung gegeneinander. Fiir das skalare 
Produkt gelten folgende Rechengesetze: 


ha-b=Aa-b), (a a')-b = (a-6)+(a'-5), 
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und das analoge in bezug auf den zweiten Faktor; auBerdem das kom- 
mutative a-b=b6-a. Das skalare Produkt von a mit sich selbst, 
a:-a =a’, ist stets positiv, auBer wenn a = o, und gleich dem Quadrat 
der Linge von a. Diese Gesetze besagen: das skalare Produkt zweier 
willkiirlicher Vektoren y- ist eine symmetrische Bilinearform, und die 
aus ihr entstehende quadratische Form ist positiv-definit. Man erkennt 
also: nicht die Lange, sondern das Quadrat der Linge eines Vektors 
hangt in einfacher, rationaler Weise von dem Vektor selbst ab, ist namlich 
eine quadratische Form; das macht den eigentlichen Inhalt des Pyt/a- 
goreischen Lehrsatses aus. Das skalare Produkt ist nichts anderes als die 
symmetrische Bilinearform, aus welcher diese quadratische Form entsteht. 
Wir formulieren demnach folgendes 

Metrische Axiom: Nach Wahl eines von o verschiedenen Einheitsvektors e 
bestimmen je swet Vektoren y und y eindeutig eine Zahl (y+) = Ql(ry); 
sie ist in threr Abhangigkeit von den beiden Vektoren eine symmetrische 
Bilinearform, die aus thr entstehende quadratische Form (y+ x) = Q(z) 
positiv-definit. Q(e) ist = 1. 

Q nennen wir die metrische Fundamentalform. Jetzt gilt: Hvne affine 
Abbildung, die allgemein den Vektor 4 in x! iiberfiihrt, ist eine kongruente, 
wenn sie die metrische Fundamentalform invariant lapt: 


(ro) Q(t’) = Q(t); 
swer Figuren, die durch kongruente Abbildung ineinander iibergefihrt werden 
hinnen, sind kongruent”). Bei unserm axiomatischen Aufbau definieren 
wir durch diese Aussagen den Begriff der Kongruenz. Liegt irgend ein 
Operationsbereich vor, in welchem die Axiome des § 2 erfiillt sind, so 
k6nnen wir eine beliebige positiv-definite quadratische Form in ihm wihlen, 
sie zur metrischen Fundamentalform »ernennen« und auf Grund ihrer den 
Begriff der Kongruenz so definieren, wie es eben geschehen ist: dann ist 
durch jene Form in den affinen Raum eine Metrik eingetragen, und zwar 
gilt jetzt die gesamte Euklidische Geometrie. Wieder ist die Formulierung, 
zu der wir gelangt sind, nicht an eine spezielle Dimensionszahl gebunden. 
Aus (10) folgt mittels der Relation (9g) des § 3, da8 fiir eine kongruente 
Abbildung allgemeiner 

Q(t’ y’) = Q(ey) 
gilt. 


Da der Begriff der Kongruenz durch die metrische Fundamentalform 
definiert ist, so ist es kein Wunder, daB diese in alle Formeln eingeht, 
welche die MaBe geometrischer GréSen betreffen. Zwei Vektoren a und a’ 
sind dann und nur dann kongruent, wenn 


Q(a) = Q(a’). 
Wir kénnten daher Q(a) als MaBzahl des Vektors a einfiihren; wir be- 
*) Wir unterdriicken hier den Unterschied zwischen direkter und spiegelbildlicher 


Kongruenz. Er findet schon fiir affine Abbildungen, und zwar im gaccnosiousico so 
gut wie im dreidimensionalen Raume, statt. 
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nutzen aber statt dessen die positive Quadratwurzel aus Q(a) und 
nennen diese die Linge des Vektors a (das ist jetzt Definition), damit 
die weitere Bedingung erfiillt ist, daB die Lange der Summe zweier paral- 
leler und gleichgerichteter Vektoren gleich der Summe der Lingen der 
beiden Einzelvektoren ist. Sind a, 6 ebenso wie a’, b’ je zwei Vektoren 
von der Linge 1, so ist die von den beiden ersten gebildete Figur dann 
und nur dann kongruent mit der aus den beiden letzten bestehenden, wenn 
Gia, b) = Qa’, b') 
ist. Wieder aber fiihren wir nicht diese Zahl Q(a, b) selbst als Mafzahl 
des Winkels ein, sondern eine Zahl 4, welche mit ihr durch die trans- 
zendente Funktion cos zusammenhiangt: 
cos) == Cit. vie 
damit der Satz gilt, daB sich bei Aneinanderlegung zweier Winkel in der 
gleichen Ebene die MaSzahlen der Winkel addieren. Der von zwei be- 
liebigen Vektoren a und 6 (= o) gebildete Winkel 2 berechnet sich dann aus 
; ee Oe 

VQ(aa) - Q(bb) 
Insbesondere heifen zwei Vektoren a, b senkrecht zuemander, wenn 
Q(ab) = 0 ist. Diese Erinnerung an die einfachsten metrischen Formeln 
der analytischen Geometrie mag geniigen. 

DaB der durch (11) definierte Winkel zweier Vektoren immer reell 


ist, beruht auf der fiir jede quadratische Form Q, die fiir alle Argument- 
werte = 0 ist, giiltigen Ungleichung 
(12) Q*(ab) S Q(a) - Q(b). 
Sie ergibt sich am einfachsten, wenn man bildet: 
Olha + 1b) = 27 Ola) + 22u Q(ab) + n7Q(b) So. 

Da die hier hingeschriebene quadratische Form yon 4 und «nicht 
Werte beiderlei Vorzeichens annimmt, kann ihre »Diskriminante« 
Q? (ab) — Q(a)- Q(b) unmoglich positiv sein. 

n unabhingige Vektoren e; bilden ein Cartesisches Koordinatensystem, 
wenn fiir jeden Vektor 
(13) E = 2,6 ys + Xn ln 

Qt) = a, +4, +++ + me 


(11) cos J 


ist, d. h. wenn 
; __ fr¢@=2) 
Qler, ez) = Lo(é ss k) 
ist. Alle Cartesischen Koordinatensysteme sind vom Standpunkt der me- 
trischen Geometrie aus gleichberechtigt. Den sich aufs engste an die 
geometrische Anschauung anschlieSenden Beweis, daB solche Systeme 
existieren, wollen wir sogleich nicht blo& fiir eine definite, sondern eine 
beliebige nicht-ausgeartete quadratische Form erbringen, da spdter in der 


Relativitatstheorie gerade der indefinite Fall yon entscheidender Wichtigkeit 
wird. Wir behaupten: 
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Zu einer nicht-ausgearteten quadratischen Form Q kann man cin solches 
Koordinatensystem e; einfiihren, dap 


(14) Ole) = 8, 2; 4 6%, Fo ben en (¢:== = 1) 
wird. 

Beweis: Wir wihlen einen beliebigen Vektor e,, fiir den Q(e,) +0 
ist; indem wir ihn mit einer geeigneten positiven Konstanten multipli- 
zieren, kénnen wir noch erreichen, daB Q(e,) == + 1 ist. Einen Vektor x, 
fiir den Q(e,x) = ist, wollen wir auch hier zu e, orthogonal nennen. 
Ist x* ein zu e, orthogonaler Vektor, x, eine beliebige Zahl, so gilt fiir 


(15) r= 4,0 +e 
der »Pythagoreische Lehrsatz«: 
Q(t) = #7 Qle,) + 2%, Qe, t*) + Q(e*) = Hatt Q(t"). 


Die zu e, orthogonalen Vektoren bilden eine lineare (2 — 1)-dimensio- 
nale Mannigfaltigkeit, in welcher Q(x) eine nicht-ausgeartete quadratische 
Form ist. Da unser Satz fiir die Dimensionszahl 7 = 1 selbstverstindlich 
ist, diirfen wir annehmen, er gelte fiir 2 — 1 Dimensionen (Schlu8 von 
mw — 1 auf z). Danach existieren —1 zu e, orthogonale Vektoren e,, 

--, @, Gerart, da® fiir 
Gr hy Oa fan ly 
die Formel gilt 
QO(e*) = Ea, +++ Ea, 
und daraus erhalten wir fiir Q(z) die gewiinschte Darstellung. Es ist 
Ole) = c. (OD) is 5) Sats 0 

DaB die e; alle voneinander linear unabhdngig sind und sich jeder 
Vektor x in der Gestalt (13) darstellen lat, ist eine Folge dieser Rela- 
tionen; sie lefern 
(16) x; = & + Q(ez, 2). 

Fiir den indefiniten Fall ist ein wichtiger Zusatz zu machen: Dze An- 
sahlen r und s der positiven und negativen unter den Vorzeichen &; sind 
durch die quadratische Form eindeutig bestimmt; ich will sagen, sie habe 
r positive und s negative Dimensionen. (Man pflegt s den Tragheits- 
index der quadratischen Form zu nennen, und der eben behauptete Satz 
ist unter dem Namen des Tragheitsgesetzes bekannt. Auf ihm beruht 
z. B. die Klassifizierung der Flachen 2. Ordnung.) Wir kénnen die An- 
zahlen ry und s in folgender Weise invariant charakterisieren: Es gibt r 
wechselseitig zueinander orthogonale Vektoren e, fiir die Q(e) >> 0 ist; aber 
fiir einen zu diesen orthogonalen, von o verschiedenen Vektor x gilt not- 
wendig QO(r)<c 0 — so dafi mehr als r derartige Vektoren e nicht existieren 
konnen. Entsprechend fir s. 

ry Vektoren von der gewiinschten Art werden durch diejenigen ~ Grund- 
vektoren e; des der Darstellung (14) zugrunde liegenden Koordinaten- 
systems geliefert, denen die positiven Vorzeichen ¢; korrespondieren; die zu- 
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gehérigen Komponenten «x; (?=1,2,--,7) sind bestimmte Linearformen von { 
[vergl. (16)]: x; = Z,(x). Ist nun e;(¢ = 1, 2, -,r) irgend ein System von 
Vektoren, die wechselseitig zueinander Glacasel sind und der Bedingung 
Q.e;) > geniigen, und x ein zu diesen e; orthogonaler Vektor, so k6nnen 
wir eine lineare Kombination 


) = A, ar +o Ape, + UE 
mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten bestimmen, welche den + 
homogenen Gleichungen gentigt 


L,()) = 0, eae LAY) 101 


Dann fiallt, wie aus der Normaldarstellung hervorgeht, Q()) negativ aus, 
es Sel pares daB ape o ist. Mittels der Formel 

folgt BD die mete ae <= on oe fiir den eH dabu i —r0;, 
) = Aeon wind «dann Aes mu8 nach Voraussetzung “ + 0, 
also ¥ == sein: 

In der Relativitatstheorie wird der Fall einer quadratischen Form von einer nega- 
tiven und #-I positiven Dimensionen von Bedeutung. Im dreidimensionalen Raum ist 
bei Benutzung affiner Koordinaten 

—si + <i+23 =0 
die Gleichung eines Kegels mit der Spitze im Nullpunkt, der aus zwei durch das ver- 
schiedene Vorzeichen von x; unterschiedenen Manteln besteht, die nur im Nullpunkt 
miteinander zusammenbingen. Diese Trennung in zwei Mantel liefert in der Relativitats- 
theorie den Gegensatz von Vergangenheit und Zukunft; wir wollen sie hier statt durch 
Kontinuitétsmerkmale auf elementarem Wege analytisch zu beschreiben versuchen. — 
Sei also Q eine nicht-ausgeartete quadratische Form von nur einer negativen Dimension. 
Wir wihlen einen Vektor e, fiir welchen Q(e) = — 1 ist. Die von 0 verschiedenen Vek- 
toren {, fiir welche Q '¢)=S0 ist, mégen »negative Vektoren« genannt werden. Nach 
dem eben gefiihrten Beweis des Tragheitssatzes kann kein negativer Vektor der Glei- 
chung Q(ey) =o geniigen. Sie zerfallen daher in zwei getrennte Klassen oder »Kegel« 
gemaB der Fallunterscheidung: Q(ez)<Co oder >>0; ¢ selbst gehért dem ersten, —e dem 
zweiten Kegel an. Ein negativer Vektor x liegt »im Innern< oder »auf dem Mantel« seines 
Kegels, je nachdem Q(t)<Co oder =o ist. Um zu zeigen, daf die beiden Kegel un- 


abhangig sind von der Wabl des Vektors e, mu} man beweisen: Aus Q(e) = Q(e/) —=—1, 
Q(t) S0 folgt, dal} das Vorzeichen von ore gleich dem von — Q(ee’) ist. 
Jeden Vektor y kann man in zwei Summanden zerlegen 
E=«e+ 2% 
derart, dafi der erste proportional, der zweite y* orthogonal zu e ist. Man hat zu 
diesem Zwecke nur x = — Q(ex) zu nehmen, und es wird dann 


Q(t) = — 27 + Q(c*). 
Q(t*) ist, wie wir wissen, notwendig = 0; schreiben wir dafiir Q*, so zeigt die Gleichung 
Q* = «2+ Ot) = Qr(ez) + QW), 
dah Q* eine quadratische Form von ¢ ist (tibrigens eine ausgeartete), die der iden- 
tischen Ungleichung Q*(r) == 0 geniigt. Wir haben jetzt 
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Q(t) = —427+ OFX) = 0, = Qe’) = — 27 ++ OF (0!) Koo. 
fe = — Geer} i’ = — Q(ee)} 
Aus der auf Q* anwendbaren Ungleichung (12) folgt 
{Q* (e’D)j? =S O*(e’) - Q¥ (x) < e222; 
— Qle’z) = ex — OF (e’2) 


das Vorzeichen des ersten Summanden ¢’x. 


mithin hat 


Wir lenken zu dem uns gegenwartig interessierenden Fall einer positiv- 
definiten metrischen Grundform zuriick. Benutzen wir zur Darstellung einer 
kongruenten Abbildung ein Cartesisches Koordinatensystem, so werden 
die Transformationskoeffizienten o;z in Formel (5), § 2 so beschaffen sein 
miissen, da identisch in den § die Gleichung 


SE tt 
besteht. Das liefert die »Orthogonalitatsbedingungen« 


a Soen= (65) 


Sie besagen, da beim Ubergang zur inversen Abbildung die Koeffizienten a 
sich in az; verwandeln: 
na 
§; =e, ani Se. 

Daraus folgt noch, da&é die Determinante 7 = | a, | einer kongruenten 
Abbildung mit der ihrer inversen identisch ist, und da ihr Produkt = 1 
sein muB, demnach 4 = +1 wird. (Das eine oder das andere Vor- 
zeichen wird eintreten, je nachdem es sich um eigentliche oder spiegel- 
bildliche Kongruenz handelt.) 

Fiir die analytische Behandlung der metrischen Geometrie ergeben 
sich zwei Moglichkeiten. xtweder man unterwirft das zu benutzende 
affine Koordinatensystem keiner Einschrinkung; dann gilt es, eine Theorie 
der Invarianz gegeniiber beliebigen linearen Transformationen zu ent- 
wickeln, in welcher aber zum Unterschied von der affinen Geometrie ein 
fiir allemal eine bestimmte invariante quadratische Form, die metrische 
Grundform 


n 
Q(t) = > sin 5:Sz 
eae 
als absolutes Datum zur Verfiigung steht. Oder aber man benutzt von 
vornherein nur Cartesische Koordinatensysteme; dann handelt es sich um 
eine Theorie der Invarianz gegeniiber orthogonalen Transformationen, 
d. h. solchen linearen Transformationen, deren Koeffizienten die Neben- 
bedingungen (17) erfiillen. Wir miissen hier, um spdtere Verallgemeine- 
rungen, die iiber die Euklidische Geometrie hinausfiihren, daran ankniipfen 
zu kénnen, den ersten Weg einschlagen, Er erscheint auch algebraisch 
von vornherein als der einfachere, da es leichter sein wird, einen Uber- 
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blick iiber diejenigen Ausdriicke zu gewinnen, die bei a//en linearen 
Transformationen ungeiindert bleiben, als iiber diejenigen, welche sich 
nur gegeniiber den orthogonalen Transformationen invariant verhalten 
(einer Klasse von Transformationen, die durch nicht leicht zu beherrschende 
Nebenbedingungen eingeschrankt sind). Wir werden hier die Invarianten- 
theorie, als » Zensorrechnung«, in solcher Gestalt entwickeln, daB sie uns 
die sachgemiSe mathematische Fassung nicht nur der geometrischen, 
sondern auch aller physikalischen Gesetze erméglicht *). 


SEG see LenSOLlen. 


Zwei lineare Transformationen 
(18) Ce (| «x | = ©) 
& 
(18') ni =>) i (| @ | + o) 
BE 


der Variablen & bzw. 7 in die Variablen &, 7 heiBen Zontragredient z- 
einander, wenn dabei die bilineare Einheitsform PAP Se in sich iibergeht: 


(19) Pais = iF 


Das Verhiltnis der Kontragredienz ist daher ein wechselseitiges. Gehen 
durch ein erstes SA LPEEM kontragredienter Transformationen 4, A ee, Va- 


riablen §, 7 in 6, 7 iiber, diese durch ein zweites Paar B, B in 5 1, so 


folgt aus 
> 185 Spe es = Ds, 


da die beiden zusammengesetzten Transformationen, welche & direkt 


“wen 


in &, bzw. 7 in 1 iberfihren, gleichfalls zueinander kontragredient sind. 
Die icbefanicnten zweier kontragredienter Substitutionen geniigen den 
Bedingungen 

fa) a 


r 


ewe) 
o (2 = 2) 
Setzt man in der linken Seite von (r9) nur fiir die § ihre aus (18) zu 


entnehmenden Ausdriicke in § ein, so erkennt man, da8 die Gleichungen 
(18') durch Auflésung aus 


(21) Ne =e 


hervorgehen. Zu einer linearen Transformation gibt es also eine und 
nur eine kontragrediente. Aus demselben Grunde wie (21) gilt 


HS ae. 
& 
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Durch Einsetzen dieser und der Ausdriicke (21) in (19) ergibt sich, daB 
die Koeffizienten auBer (20) auch den Bedingungen 


(20’) Cap 0r 

Tr 
geniigen. Eine orthogonale Transformation ist eine solche, die zu sich 
selber kontragredient ist. Unterwirft man eine Linearform der Variablen 
& einer beliebigen linearen Transformation, so transformieren sich die 
Koeffizienten kontragredient zu den Variablen, oder sie verhalten sich, 
wie man auch zu sagen pflegt, kontravariant zu diesen. 

Relativ zu einem affinen Koordinatensystem O; e,, ¢€,,--°-, x hatten 
wir bis jetzt eine Verschiebung x durch diejenigen eindeutig bestimmten 
Komponenten & charakterisiert, die sich aus der Gleichung 

t= §*e, + £%e, +++ +- o"e, 
ergeben. Gehen wir zu einem andern affinen Koordinatensystem 
OW men ey liber wobel 


= Maze 
me Se & 
E 
sei, so erfahren die Komponenten von y, wie aus der Gleichung 
ee 
e 


hervorgeht, die Transformation 


SS ns 
P: 
sie transformieren sich also kontragredient zu den Grundvektoren des 
Koordinatensystems, verhalten sich kontravariant zu diesen und mégen 
daher genauer als kontravariante Komponenten des Vektors x bezeichnet 
werden. Im metrischen Raum k6nnen wir eine Verschiebung aber auch 
relativ zum Koordinatensystem durch die Werte ihres skalaren Produkts 
mit den Grundvektoren e; des Koordinatensystems charakterisieren: 


&; = (r- e:) . 
Bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem transformieren sich 
diese GréBen — das ist aus ihrer Definition sofort ersichtlich — wie 


die Grundvektoren selber, »kogredient« zu den Grundvektoren, d. 1. nach 
den Gleichungen ae 
&; eS pee at Ey; 
z 
sie verhalten sich »kovariant«, und wir nennen sie die kovarianten Kom- 


ponenten der Verschiebung. Der Zusammenhang zwischen den kovarianten 
und den kontravarianten Komponenten wird durch die Formeln vermittelt 


(22) &; Pee Nee = gi! , 
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bzw. nach den dazu inversen (durch Auflosung hervorgehenden) 
(22’) gr gS: ; 
k 


In einem Cartesischen Koordinatensystem stimmen die kovarianten Kom- 
ponenten mit den kontravarianten iiberein. — fs sei noch’ einmal be- 
tont, da& uns im affinen Raum nur die kontravarianten Komponenten 
zur Verfiigung stehen, und wo deshalb in der Folge von Komponenten 
einer Verschiebung ohne Zusatz die Rede ist, sind darunter immer wie 
friiher die kontravarianten zu verstehen. 

Es wurden schon im vorhergehenden Linearformen einer oder zweier 
willkiirlicher Verschiebungen ins Auge gefaBt. Von 2 kénnen wir zu 3 
und mehr Argumenten iibergehen; nehmen wir beispielsweise eine Tri- 
linearform A(r3).  Stellt man in einem beliebigen Koordinatensystem 
die zwei Verschiebungen r, ) durch ihre kontravarianten, 3 durch ihre 
kovarianten Komponenten dar, &, 1? bzw. C;, so driickt sich A alge- 
braisch als eine Trilinearform dieser drei Reihen von Variablen mit be- 
stimmten Zahlkoeffizienten aus: 

(23) D> oe 
aT 
Die analoge Darstellung in einem andern, iiberstrichenen Koordinaten- 
system sel 
(23’) ae ne 
an 
Zwischen den beiden algebraischen Trilinearformen (23) und (23’) besteht 
dann der Zusammenhang, daB die eine in die andere iibergeht, wenn 
man die beiden Variablenreihen §, 7 kontragredient, die Variablenreihe C 
aber kogredient zu den Grundvektoren transformiert. Auf Grund dieses 
Zusammenhangs kann man, wenn die Koeffizienten ap bekannt sind und 
die Transformationskoeffizienten a} des einen in das andere Koordinaten- 
system, die Koeffizienten diz von A im zweiten Koordinatensystem be- 
rechnen. MHiermit sind wir zu dem nicht auf die metrische Geometrie 
beschrankten, sondern nur den affinen Raum voraussetzenden Begriff des 
»r-fach kovarianten, s-fach kontravarianten Tensors (r + s)-ter Stufe« ge- 
langt, dessen Erklarung wir jetzt in abstracto angeben wollen; um der ein- 
facheren Ausdrucksweise willen spezialisieren wir aber die Anzahlen r und s 
etwa wie in dem eben angefiihrten Beispiel: » = 2, s = 1, r-+s = = 

Line vom Koordinatensystem abhangige Trilinearform dreier Reihen. 
von Variablen heift ein zwiefach kovarianter, einfach kontravarianter 
Lensor 3. Stufe, wenn jene Abhangigheit von folgender Art ist: die Aus- 
dricke der Linearform in irgend zwei Koordinatensystemen 


Se Cie Nebr. oe 


gehen ineimander itber, wenn man zwei der Variablenreihen (namlich die 
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ersten beiden, §, 1) kontragredient, die dritte kogredient (sc. zu den Grund- 
vektoren des Koordinatensystems) transformiert. Die Koeffizienten der Li- 
nearform heifen die Komponenten des Tensors in dem betr. Koordinaten- 
system; und zwar nennen wir sie Rovariant in den Indizes tk, die mit den 
kontragredient zu transformierenden Variablen verkniipft sind, khontravariant 
in den andern, hier dem einen Index 1. 

Die Terminologie rechtfertigt sich dadurch, daB die Koeffizienten 
einer Unilinearform sich kovariant verhalten, wenn man die Variablen 
kontragredient transformiert, kontravariant, wenn man sie kogredient 
transformiert. Kovariante Indizes werden dem Koeffizientenzeichen immer 
unten, kontravariante oben angehdingt. Variable mit unteren Indizes sollen 
stets kogredient, solche mit oberen Indizes stets kontragredient zu den 
Grundvektoren des Koordinatensystems transformiert werden. Ein Tensor 
ist vollstindig bekannt, wenn seine Komponenten in einem Koordinaten- 
system gegeben sind (vorausgesetzt natiirlich, daB das Koordinatensystem 
selber gegeben ist); diese aber kénnen willkiirlich vorgeschrieben werden. 
Aufgabe der Tensorrechnung ist es, Eigenschaften und Relationen von 
Tensoren aufzustellen, die unabhingig sind vom Koordinatensystem. 
ubertragenen Sinne werden wir in Geometrie und Physik eine Grofe als 
Tensor bezeichnen, wenn sie eindeutig und ohne Willkiir eine vom Koord:- 
natensystem in der geschilderten Weise abhangige algebraische Linearform 
bestimmt, durch deren Angabe die Grofe selbst vollstindig charakterisiert 
st. So haben wir oben eine Funktion dreier Verschiebungen, die homo- 
gen-linear von jedem ihrer Argumente abhadngt, als einen Tensor 3. Stufe, 
und zwar als einen zwiefach kovarianten, einfach kontravarianten dar- 
gestellt. Dies war moglich im metrischen Raum, wie es denn dort tiber- 
haupt in unserm Belieben steht, jene GréBe durch einen nullfach, ein- 
fach, zweifach oder dreifach kovarianten Tensor zu reprisentieren; im 
affinen Raum hatten wir sie jedoch nur in der letzten Weise, als einen 
kovarianten Tensor 3. Stufe ausdriicken konnen. 

Erlautern wir die allgemeine Erklarung sogleich durch einige Bei- 
spiele, wobei wir noch auf dem rein affinen Standpunkt verharren. 

1) Stellen wir eine Verschiebung a in einem beliebigen Koordinaten- 
system durch ihre (kontravarianten) Komponenten «’ dar und ordnen ihr 
mit Bezug auf dieses Koordinatensystem die Linearform 


Gas: ae nee Sie cee == GES; 


der Variablen §; zu, so entsteht ein kontravarianter Tensor 1. Stufe. 
Fortan gebrauchen wir das Wort »Vektor« nicht mehr synonym fiir 
»Verschiebung«, sondern fiir »Tensor 1. Stufe«, so da wir sagen: ave 
Verschiebung ist cin kontravarianter Vektor. — Das Gleiche gilt fiir die 
Geschwindigkeit eines sich bewegenden Punktes; denn diese entsteht, 
wenn man die unendlichkleine Verschiebung, welche der sich bewegende 
Punkt wahrend des Zeitelements df erfaihrt, durch df dividiert (im Limes 
fiir df= 0). Der jetzige Gebrauch des Wortes Vektor ist mit dem 


Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 3 
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iiblichen in Einklang, nach welchem es nicht bloB eine Verschiebung 
deckt, sondern jede Gréfe, die (ev. nach Wahl einer Mafeinheit) ein- 
deutig und ohne Willkiir durch eine Verschiebung repriasentiert werden 
kann. 

2) Man pflegt gewohnlich den geometrischen Charakter der Kraft 
darin zu erblicken, daB sie eine derartige Reprasentation gestattet. Dieser 
Darstellung der Kraft tritt aber eine andere gegeniiber, von der wir heute 
glauben, da& sie dem physikalischen Wesen der Kraft besser gerecht 
wird, weil sie auf dem Begriff der Ardect beruht, der in der neueren 
Physik statt des Kraftbegriffs immer deutlicher als der entscheidende und 
primdre in den Vordergrund getreten ist. Wir fiithren als Komponenten 
einer Kraft in einem Koordinatensystem O; e; diejenigen Zahlen /; ein, 
welche angeben, eine wie groBe Arbeit die Kraft bei jeder der virtuellen 
Verschiebungen e; ihres Angriffspunktes leistet. Durch diese Zahlen ist 
die Kraft vollstandig charakterisiert; ihre Arbeit bei der willkiirlichen 
Verriickung 

y= Se, +570, +--+ + 57x 
ihres Angriffspunktes ist dann SS Es folgt daraus, daB in zwei 


verschiedenen Koordinatensystemen 
- alls — f ti 
Sy 1s = SIE 
Z Z 


gilt, falls die Variablen & (ihrer Behaftung mit oberen Indizes gemé8) 
kontragredient zum Koordinatensystem transformiert werden. Danach ist 
die Kraft ein kovarianter Vektor. Der Zasammenhang dieser Darstellung . 
mit der tiblichen durch eine Verschiebung wird zur Sprache kommen, 
wenn wir von dem gegenwartig eingenommenen Standpunkt der affinen 
Geometrie zur metrischen iibergehen. Die Komponenten eines kovarianten 
Vektors transformieren sich bei Ubergang zu einem neuen Koordinaten- 
system kogredient zu den Grundvektoren. 

Zwischenbemerkungen. Da die Transformationen der Komponenten a; 
eimes kovarianten und 2 eines kontravarianten Vektors kontragredient zu- 


einander sind, ist 0; 0 eine durch diese beiden Vektoren unabhingig 


vom Koordinatensystem bestimmte Zahl. Hier haben wir das erste Bei- 
spiel einer invarianten Tensoroperation vor uns. In das System der Ten- 
soren reihen sich die Zahlen oder Skalare als Tensoren o”” Stufe ein. 

Es ist schon friiher erklért worden, wann eine Bilinearform zweier 
Variablenreihen symmetrisch hei®t und wann eine symmetrische Bilinear- 
form nicht-ausgeartet ist. Schiefsymmetrisch ist eine Bilinearform F(§n), 
wenn sie bei Vertauschung der beiden Variablenreihen in ihr Negatives 
umschlagt: 

#(n$) = — F(Sn); 


an ihren Koeffizienten aj gibt sich das durch die Gleichungen az; = — a 
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kund. Diese Eigenschaften bleiben erhalten, wenn die beiden Variablen- 
reihen derselben linearen Transformation unterworfen werden. Es ist also 
eme vom Koordinatensystem unabhingige Eigenschaft von kovarianten 
oder kontravarianten Tensoren 2. Stufe, schiefsymmetrisch zu sein oder 
symmetrisch oder (symmetrisch und) nicht-ausgeartet. 

Da durch kontragrediente Transformation zweier Variablenreihen die 
bilineare Einheitsform in sich iibergeht, gibt es unter den gemischten 
(d. i, einfach kovarianten, einfach kontravarianten) Tensoren 2. Stufe einen, 
den » Hinheztstensor«, der in jedem Koordinatensystem die Komponenten 
o— : (2 = -) hat. 

o (2 = ) 


3) Die in éinem Euklidischen Raum herrschende Jetyik weist je zwei 


Verschiebungen 
LSS > &e;, y= > nee 

2 a 

eme vom Koordinatensystem unabhangige Zahl als ihr skalares Produkt zu: 
(+) = Diendin*®, — gx = (02+ €2). 

ik 
Die rechts stehende Bilinearform hangt daher vom Koordinatensystem in 
solcher Weise ab, da& durch sie ein kovarianter Tensor 2, Stufe gegeben 
ist, der metrische Fundamentaltensor. Durch ihn ist die Metrik vollstindig 
charakterisiert. Er ist symmetrisch und nicht-ausgeartet. 

4) Durch eine »“@meare Vektor-Abbildung« wird jeder Verschiebung 4 
eine Verschiebung ry’ in linearer Weise zugeordnet, d.h. so, daB der 
Summe y-+ 4 die Summe yx’ + 4’, dem Produkt Ay das Produkt Ay’ 
entspricht. Solche lineare Vektor-Abbildungen wollen wir, um uns eines 
kurzen charakteristischen Namens bedienen zu konnen, J/atrizen nennen. 
Gehen die Grundvektoren e; eines Koordinatensystems durch die Ab- 
bildung in die Vektoren 

k 
==>) a,¢ 
z 


iiber, so verwandelt sie allgemein die beliebige Verschiebung 
= F od Bes 
(24) > Cement ==) ae eg 
Zz g ik 


Wir konnen die Matrix daher in dem gewaklten Koordinatensystem durch 


die Bilinearform 
Satin 
ike 
kennzeichnen. Aus (24) geht hervor, daf fiir zwei Koordinatensysteme 
(unter Verwendung der friiheren Bezeichnungen) der Zusammenhang 


SSE Gea Se 
tk tk 


besteht, wenn 


* 
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Dieter =>’ ke, (= r) 


s 


DS EH, = a Ene, 
af ze 


falls die 7; kogredient, die §* kontragredient zu den Grundvektoren trans- 
formiert werden (diese Zusatzbemerkung tiber die Transformation der 
Variablen versteht sich nachgerade von selbst, so daB wir sie in Zukunft in 
ahnlichen Fallen einfach fortlassen). Auf solche Art ist die Matrix als ein 
gemischter Tensor 2. Stufe dargestellt. Insbesondere entspricht der »Iden- 
titat«, die jeder Verschiebung y sie selber zuordnet, der Einheitstensor. 

Wie die Beispiele von Kraft und Metrik zeigen, tritt in den Anwen- 
dungen hiufig der Fall ein, da® die Darstellung der geometrischen oder 
physikalischen Gré8e durch einen Tensor erst méglich ist nach vorher- 
gegangener Wahl einer A/afeinheit, einer Wahl, die nur individuell, durch 
Aufweisung volizogen werden kann; bei Abanderung der Ma8einheit mul- 
tiplizieren sich die darstellenden Tensoren mit einer universellen Kon- 
stanten, dem Verhiltnis der beiden Mafeinheiten. 

Der Erklarung des Begriffes Tensor ist offenbar das folgende Kriterium 
dquivalent: ene vom Koordinatensystem abhangige Linearform mehrerer 
Variablenreihen ist ein Tensor, wenn sie immer dadurch einen vom Koordi- 
natensystem unabhingigen Wert annimmt, dafi man fiir jede kontragrediente 
Variablenreihe die Komponenten eines willkiirlichen kontravarianten Vektors 
einsetat, fiir eine kogrediente aber die Komponenten eines beliebigen kovarianten 
Vektors. 

Kehren wir jetzt von der affinen zar metrischen Geometrie zuriick, so 
sinkt, wie die Ausfiihrungen zu Anfang des Paragraphen lehren, der Unter- 
schied von kovariant und kontravariant, der in der affinen Geometrie die 
Tensoren selber betrifft, zu eimem blogen Unterschied der Darstellungs- 
weise herab. Statt von kovarianten, gemischten und kontravarianten Zen- 
soren wird man hier also lieber nur von den kovarianten, gemischten und 
kontravarianten Komponenten eines Tensors sprechen. Es laBt sich dieser 
Ubergang zwischen den Tensoren verschiedenen Kovarianzcharakters nach 
dem Obigen einfach so formulieren: Deuten wir in einem Tensor die 
kontragredienten Variablen als kontravariante Komponenten einer willkiir- 
lichen Verschiebung, die kogredienten als kovariante Komponenten_einer 
willkiirlichen Verschiebung, so verwandelt er sich in eine vom Koordinaten- 
system unabhingige Linearform mehrerer willkiirlicher Verschiebungen; 
indem wir nun die Argumente nach Gutdiinken durch ihre kovarianten 
oder kontravarianten Komponenten reprisentieren, gehen wir zu anderen 
Darstellungen desselben Tensors iiber. Rein algebraisch vollzieht sich 
die Verwandlung eines kovarianten Index in einen kontravarianten, indem 
man in der Linearform die betreffenden Variablen & nach (22) durch 
neue §; ersetzt;; die invariante Natur dieses Prozesses beruht auf dem 
Umstand, daB diese Substitution kontragrediente Variable in kogrediente 

& 


ist; also wird 


et* 
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iiberfiihrt. Der umgekehrte Proze8 wird nach den inversen Gleichungen (2 2’) 
vollzogen. An den Komponenten selber geschieht (wegen der Symmetrie 
der 27.) der Ubergang von kontravariant zu kovariant, das »Herunter- 
ziehen des Index«, stets nach dem Schema: 


a wird ersetzt durch a; = sy’, 
J 
einerlei ob die Zahlen a’ noch mit weiteren Indizes behaftet sind oder 
nicht; das Heraufziehen des Index durch die inversen Gleichungen. 
Wenden wir das Gesagte insbesondere auf den metrischen Funda- 
mentaltensor an, so erhalten wir 


> En by = Sn = Ean = Se Ene. 
tk Zz k ik 


Seine gemischten Komponenten sind also die Zahlen Ox, seine kontra- 
varianten die Koeffizienten g der zu (22) inversen Gleichungen (22’). 
Aus der Symmetrie des Tensors ergibt sich, da auch diese wie die giz 
der Symmetrie-Bedingung ¢*’ = g™ geniigen. 

Hinsichtlich der Bezeichnung werde fiir immer die Verabredung ge- 
troffen, da wir die kovarianten, gemischten und kontravarianten Kom- 
ponenten desselben Tensors mit dem gleichen Buchstaben kennzeichnen 
und durch die Stellung des Index oben oder unten angeben, ob die 
Komponenten hinsichtlich dieses Index kontra- oder kovariant sind, wie 
es das folgende Beispiel eines Tensors 2. Stufe zeigt: 


; : 5 Biss ac 
ee a a cn, a en, 
tk tk ik tk 


{wobei die Variablen mit unteren und mit oberen Indizes durch (22) 
gekoppelt sind). 

Im metrischen Raum entfallt nach dem Gesagten der Unterschied 
zwischen einem kovarianten und einem kontravarianten Vektor; hier konnen 
wir eine Kraft, die nach unserer Auffassung von Hause aus ein kovarianter 
Vektor ist, auch als einen kontravarianten, durch eine Verschiebung, 


reprisentieren. Denn ‘hatten wir sie oben durch die Linearform > pif 
7 


mit den kontragredienten Variabeln & dargestellt, so kénnen wir diese 
jetzt durch (22’) in eine solche mit den kogredienten §; verwandeln: 


> ?'&: Dann gilt} 
Z : 


Psi = cup = Sent? =D; 
th ik 


5 
, 


die reprisentierende Verschiebung ) ist also dadurch bestimmt, daf die 
Arbeit, welche die Kraft bei einer willkiirlichen Verschiebung 1 leistet, 
gleich dem skalaren Produkt der Verschiebungen p und f ist. 

In einem Cartesischen Koordinatensystem, in welchem der Funda- 
mentaltensor die Komponenten 
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VP BIEN Z (242) 
aan ee 
hat, lauten die Koppelungsgleichungen (22) einfach: §; = §’. Beschranken 
wir uns auf den Gebrauch Cartesischer Koordinatensysteme, so allt 
nicht nur fiir die Tensoren, sondern auch fiir die Tensorkomponenten 
der Unterschied zwischen kovariant und kontravariant dahin. — Es ist 
aber zu erwaihnen, da die bisher auseinandergesetzten Begriffe hin- 
sichtlich des Fundamentaltensors g;, nur voraussetzen , da er symme- 
trisch und nicht-ausgeartet ist, wéhrend der Einfiihrung eines Carte- 
sischen Koordinatensystems der weitere Umstand zugrunde liegt, daB die 
korrespondierende quadratische Form positiv-definit ist. Das ist nicht 
gleichgiiltig. In der Relativitatstheorie tritt zu den drei Raumkoordinaten 
als vierte gleichberechtigt die Zeitkoordinate hinzu, und die MafSbestim- 
mung, die in dieser vierdimensionalen Mannigfaltigkeit gilt, beruht nicht 
auf einer definiten, sondern einer indefiniten Form (Kap. HI). In dieser 
Mannigfaltigkeit werden wir also, wenn wir uns auf reelle Koordinaten be- 
schrinken, kein Cartesisches Koordinatensystem einfiihren kénnen; aber 
die hier entwickelten Begriffe, die auf die Dimensionenzahl 2 = 4 zu 
spezialisieren sind, behalten ihre volle Anwendbarkeit. AuSerdem spricht 
die Riicksicht auf die algebraische Einfachheit des Kalkiils, wie schon 
am SchluB von § 4 erwaéhnt wurde, gegen die ausschlieBliche Benutzung 
Cartesischer Koordinatensysteme. Endlich und vor allem aber ist es fiir 
spatere Erweiterungen, die iiber die Euklidische Geometrie hinausfiihren, 
von groBer Wichtigkeit, daB schon hier der affine Standpunkt selbstandig 
und unabhangig von dem metrischen zu voller Geltung gebracht wird. 
Die geometrischen und physikalischen Gripen sind Skalare, Vektoren 
und Tensoren: darin spricht sich die mathematische Beschaffenheit des Raumes 
aus, in welchem ‘diese Grifen existieren. Die dadurch bedingte mathe- 
matische Symmetrie ist keineswegs auf die Geometrie beschrainkt, sondern 
kommt im Gegenteil erst in der Physik recht zur Gelttng: weil die Natur- 
vorgange in einem metrischen Raum sich abspielen, ist die Tensorrechnung 
das natiirliche mathematische Instrument zum Ausdruck der GesetzmaBig- 
keit, welche diese Vorgtinge beherrscht. 


§ 6. Tensoralgebra. Beispiele. 


Addition von Tensoren. Durch Multiplikation einer Linearform, Bi- 
linearform oder Trilinearform ... mit einer Zahl, ebenso durch Addition 
zweier Linearformen oder zweier Bilinearformen ... entsteht immer wie- 
derum eine derartige Form. Vektoren und Tensoren kann man also mit 
einer Zahl (einem Skalar) multiplizieren und zwei oder auch mehrere 
Tensoren der gleichen Stufe addieren. Diese Operationen werden an den 
Komponenten durch Multiplikation mit der betr. Zahl, bzw. durch Addi- 
tion ausgefithrt. Im Gebiete der Tensoren jeder Stufe gibt es einen 
ausgezeichneten ‘Tensor 0, dessen sdmtliche Komponenten verschwinden ; 
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zu einem beliebigen Tensor der gleichen Stufe addiert, andert er diesen 
nicht. — Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch die 
Angabe der Werte gewisser Skalare und Tensoren beschrieben; da ein 
aus ihnen durch mathematische Operationen gebildeter invarianter (d. h. 
nur von ihnen, nicht aber von der Wahl des Koordinatensystems abhangiger) 
Tensor = o ist, darin besteht allgemein die Aussage eines Naturgesetzes. 

Beispiele. Die Bewegung eines Punktes wird analytisch in der Weise 
dargestellt, dag man den Ort des beweglichen Punktes, bzw. dessen 


Koordinaten x; als Funktionen der Zeit ¢ angibt. Die Ableitungen — 


sind die kontravarianten Komponenten w des Vektors » Geschwindigkeit«. 
Durch Multiplikation mit der Masse 7 des bewegten Punktes, einem Skalar, 
der die Tragheit der Materie zum Ausdruck bringt, erhalt man den » Jmpuls« 
(oder » Bewegungsgréfe«). Durch Addition der Impulse mehrerer Massen- 
punkte, bzw. aller derer, aus denen man sich in der Punktmechanik 
einen starren K6rper zusammengesetzt denkt, erhaélt man den Gesamt- 
Impuls des Punktsystems oder des starren Korpers. Bei kontinuierlicher 
Massenausbreitung sind die Summen durch Integrale zu ersetzen. Das 
Grundgesetz der Bewegung lautet, wenn G’ die kontravarianten Kom- 
ponenten des Impulses eines Massenpunktes, f’ die der Kraft sind: 
dG? 
at 
Da nach unserer Auffassung die Kraft von Hause aus ein kovarianter 
Vektor ist, ist dieses Grundgesetz nur in einem metrischen, nicht in einem 
rein affinen Raum méglich. Dasselbe Gesetz gilt fiir den Gesamtimpuls 
eines starren K6rpers und die an ihm angreifende Gesamtkraft. 
Multiplikation von Tensoren. Wurch Multiplikation zweier Linearformen 
DE fe > box? der Variablen § und 7 erhdlt man eine Bilinearform 
zt z 


> azb, &'n* 
tk 


und damit aus den beiden Vektoren @ und 2 einen Tensor 2. Stufe c: 


ep a Ge 


(25) 


(26) iy ORS 

Durch die Gleichung (26) wird ein invarianter Zusammenhang zwischen den 
Vektoren a@ und 4 und dem Tensor ¢ dargestellt; d. h. bei Ubergang zu 
einem neuen Koordinatensystem gelten fiir die (iiberstrichenen) Komponenten 
dieser GroéBen im neuen Koordinatensystem genau dieselben Gleichungen 


O:bn = Cie. 
In derselben Weise 1a8t sich z. B. die Multiplikation eines Tensors 1. Stufe 


mit einem Tensor 2. Stufe (allgemein eines Tensors beliebiger Stufe mit 
einem Tensor beliebiger Stufe) vollziehen; durch Multiplikation von 


PAS mit Sy nits, 


tk 
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worin die griechischen Buchstaben, je nachdem sie ihre Indizes oben oder 
unten tragen, kontragredient oder kogredient zu transformierende Variable 
bedeuten, entspringt die trilineare Form 
Bee ie ase 

Sates ney 

Ziel 
und somit durch Multiplikation der beiden Tensoren 1. und 2. Stufe ein 
Mensonmcacdenmowottte: 

ay: b, = oe 


An den Komponenten ist diese Multiplikation, wie man sieht, einfach da- 
durch auszufiihren, daB ‘jede Komponente des einen Tensors mit jeder 
Komponente des andern multipliziert wird; de Jndizes miissen dabet vollig 
getrennt gehalten werden. Es ist noch zu beachten, daf beispielsweise die 
in bezug auf den Index 7 kovarianten Komponenten des soeben gebildeten 
Tensors 3. Stufe 

Ge — a:b, durch ¢;2; = a@;bz1 


gegében sind. In solchen Multiplikationsformeln ist es also ohne weiteres 
gestattet, irgend einen Index auf beiden Seiten der Gleichung von unten 
nach oben oder von oben nach unten zu schaffen. ; 

Beispiele schiefsymmetrischer und symmetrischer Tensoren, Aus zwei 
Vektoren mit den kontravarianten Komponenten a’, J entsteht durch 
Multiplikation in der einen und andern Reihenfolge und nachfolgende 
Subtraktion ein schiefsymmetrischer Tensor 2. Stufe ¢ mit den kontra- 
varianten Komponenten 

C= ab" a 
In der gewohnlichen Vektorrechnung tritt dieser Tensor auf als »vekto- 
rielles Produkt« der beiden Vektoren @ und 6. Zeichnet man im drei- 
dimensionalen Raum einen bestimmten Schraubungssinn aus, so ist es 
ndmlich méoglich, eine einfache umkehrbar-eindeutige Korrespondenz 
zwischen diesen Tensoren und den Vektoren herzustellen, die es gestattet, 
den Tensor ¢ durch ‘einen Vektor zu reprisentieren. re vierdimensio- 
nalen Raum ist dies schon deshalb ausgeschlossen, weil dort ein schief- 
symmetrischer ‘Tensor 2. Stufe 6 unabhdngige Komponenten besitzt, 
ein Vektor aber nur 4; ebenso in Réumen von noch héherer Dimensions- 
zahl. Fiir die Dimensionszahl 3 aber beruht die erwahnte Darstellung 
auf, folgendem.) Benutzen wir lediglich Cartesische Koordinatensysteme 
und fiihren neben @ und 4 noch eine willkiirliche Verschiebung [& ein, 
so multipliziert sich beim Ubergang von einem Cartesischen Koordinaten- 
system zu einem andern die Determinante 


he ie Ge | 
ot ot ps | mm cA cate g cing 


ae 


mit der Determinante der Transformationskoeffizienten. Fiir eine ortho- 
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gonale Transformation ist aber diese Determinante = -+ 1. Beschranken 
wir uns auf die »eigentlichen« orthogonalen Transformationen, fiir welche 
diese Determinante = -++ 1 ist, so bleibt jene Linearform der §& also 
ungedndert; demgema8 ist durch die Formeln 


23 Bh ee 12 


Cara Caen, 7 Cs 
mit dem schiefsymmetrischen Tensor ¢ ein Vektor c* in einer Weise 
verkniipft, die invariant ist gegeniiber eigentlichen orthogonalen Trans- 
formationen. Der Vektor c* ist senkrecht zt den beiden Vektoren @ und 
6, und seine GroBe ist (nach elementaren Formeln der analytischen Geo- 
metrie) gleich dem Flicheninhalt des von den Vektoren a und 6 aufge- 
spannten Parallelogramms. -— Die Ersetzung der schiefsymmetrischen 
Tensoren durch Vektoren in der tiblichen Vektorrechnung mag im In- 
teresse der Bezeichnungsdkonomie gerechtfertigt sein. Sie verdeckt aber 
in mancher Hinsicht das Wesen der Sache und gibt z. B. in der Elektro- 
dynamik zu den beriichtigten Schwimmregeln AnlaB, die keineswegs ein 
Ausdruck dafiir sind, daB in dem Raum, in dem sich die elektrody- 
namischen Vorginge abspielen, ein ausgezeichneter Schraubungssinn 
herrscht, sondern nur notwendig werden, weil man die magnetische Feld- 
starke als Vektor betrachtet, wiahrend sie in Wahrheit (wie das sog. 
vektoriellé Produkt zweier Vektoren) ein schiefsymmetrischer Tensor ist. 
Ware uns eine Raumdimension mehr beschert, so hatte es niemals zu 
einem solchen Irrtum kommen konnen. 

In der Mechanik tritt das schiefsymmetrische Tensorprodukt zweier 
Vektoren auf 1) als Drehimpuls (Lmpulsmoment) um einen Punkt O: Befindet 
sich in P ein Massenpunkt und sind §*, &’, &° die Komponenten von 


OP, ferner wu’ die (kontravarianten) Komponenten ‘der Geschwindigkeit 
jenes Punktes im betrachteten Moment, m seine Masse, so ist der Drehimpuls 
definiert durch 
Le = om (bE — uF EF). 
Der Drehimpuls eines starren K6rpers um einen Punkt O ist die Summe 
der den einzelnen Massenpunkten des Korpers zugehérigen Drehimpulse. 
2) tritt es auf als Drehmoment einergKraft. Greift diese im Punkte P 
an und sind #* ihre kontravarianten Komponenten, so ist dasselbe definiert 
durch 
git = pit® — p*&. 
Durch Addition erhalt man daraus das Drehmoment eines Kraftesystems. 
Fiir einen Massenpunkt wie auch fiir einen frei beweglichen starren K6rper 
gilt neben (25) das Gesetz 
ik 
(27) = = 9; 


fiir Drehung ‘eines starren K6rpers um den festgehaltenen Punkt O gilt 
allein das Dreh-Gesetz (27). 
Ein weiteres Beispiel eines schiefsymmetrischen Tensors ist die DreA- 
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geschwindigheit eines starren Kérpers um den festen Punkt O. Geht bei 
einer Drehung um O allgemein der Punkt P iiber in ?’, so entsteht der 


Vektor OP’, also auch PP durch eine lineare Abbildung aus OP. 


Sind & die Komponenten von OP, 0& die von PP’, v, die Kompo- 
nenten jener linearen Abbildung (Matrix), so gilt 


(28) I? bs ae 
k 


Wir fassen hier lediglich unendlichkleine Drehungen ins Auge; sie sind 
unter den infinitesimalen Matrizen durch die weitere Eigenschaft ausge- 
zeichnet, daB identisch in £ 


6 (S58) = 6 (Denke) =o 
7 “th 
wird, und das liefert 
> 508 = 


Setzen wir die Ausdriicke (28) ein, so kommt 
DAE SOAS eS 
tk tk 
Das mu8 identisch in den Variablen & gelten, und daher ist 
Uni + Vik = 0; 
der Tensor mit den kovarianten Komponenten 7, ist also schief- 
symmetrisch. 

Bei der Bewegung eines starren K6rpers erfahrt der Korper wahrend 
der unendlichkleinen Zeit d¢ eine unendlichkleine Drehung. Wir brauchen 
den eben gebildeten infinitesimalen Drehungstensor v nur durch df zu 
dividieren, um (im Limes fiir 6¢ == 0) den schiefsymmetrischen Tensor 
» Winkelgeschwindigkeit« zu erhalten, den wir wiederum mit v bezeichnen 
wollen, Die Formeln (28) gehen dabei, wenn w’ die kontravarianten, w; 
die kovarianten Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes P be- 
deuten, iiber in die Grundformel der Kinematik des starren K6rpers: 


(29) —— ving ‘Bp 


Die Existenz der »momentanen Drehaxe« folgt aus dem Umstand, daB 
die linearen Gleichungen 

» Teg 

z 


mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten v;, im Falle n = 3 stets 
Lésungen besitzen, die von der trivialen §' = &? = &3 = 0 verschieden 
sind. — Auch hs Winkelgeschwindigkeit pflegt meistens als ein Vektor 
dargestellt zu werden. 

Endlich bietet das bei der Drehung eines Kérpers auftretende Zrdgheits- 
moment ein einfaches Beispiel fiir einen symmetrischen Tensor 2. Stufe. 
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Befindet sich im Punkte P, zu dem vom Drehpunkt O aus der Vektor OP 
mit den Komponenten & fiihrt, ein Massenpunkt von der Masse m, so 
nennen wir den symmetrischen Tensor, dessen kontravariante Komponenten 
durch m§&‘&* gegeben sind (Multiplikation!), die »Rotationstrigheit« des 
Massenpunktes (fiir den Drehpunkt O). Die Rotationstragheit 7’* eines 
Punktsystems oder K6rpers ist definiert als die Summe dieser fiir seine 
einzelnen Punkte P zu bildenden Tensoren. Die Definition weicht von 
der iiblichen ab; sie ist aber die richtige, wenn man Ernst damit macht, 
die Rotationsgeschwindigkeit als einen schiefsymmetrischen Tensor und 
nicht als einen Vektor aufzufassen (wie wir alsbald sehen werden). Fiir 
Drehung um O spielt der Tensor 7“ die gleiche Rolle wie der Skalar 7 
fir Translationsbewegung. 


* ; Es : - : es 
Verjingung. Sind c; die gemischten Komponenten eines Tensors 
: jae ‘ : 2 es j ji 
2. Stufe, so ist S’c; eine Invariante. Sind also ¢; die gemischten Kom- 


z 


ponenten desselben Tensors nach Ubergang zu einem neuen Koordinaten- 


- system, so ist 
Zz —i 
> P= s Oe. 
Z Z 
Beweis: Die Variablen &’, y; der Bilinearform 
B x3 
S Cpsite 
tk 
sind den kontragredienten Transformationen 
mae) 2 > Sos 
—— eS ES > O; Ne 
k i 
zu unterwerfen, um sie in 
pie 
S C2 5° Nz 
tk 


iiberzufiihren. Daraus ergibt sich 
=r (2 ere 
Fie foe a thy, 
the 
=, & Zur 
Das GS > (< a, ae)» 
r ik ea 


und das ist wegen (20’) 
=>. 
5 


> ae sip ee ; ae: 
Die aus den Komponenten c; einer Matrix gebildete Invariante » 6: 


z 
heiBt die Spur der Matrix. 
Wir kénnen aus diesem Satz sogleich eine allgemeine Rechenoperation 
fiir Tensoren, die »Verjiingung«, herleiten, die als zweite neben die 
Multiplikation tritt. Indem wir in den gemischten Komponenten eines 
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Tensors einen bestimmten oberen mit einem bestimmten unteren Index 
zusammenfallen lassen und nach ihm summieren, erhalten wir aus dem 
gegebenen Tensor einen newen, von einer um 2 geringeren Stufenzahl; 
z. B. aus den Komponenten ajy eines Tensors 5. Stufe die Komponenten 


(30) Pa age Che 


eines Tensors 3. Stufe. Der durch (30) dargestellte Zusammenhang ist 
invariant, d. h. driickt sich in der gleichen Weise nach dem Ubergang 


zu einem netlen Koordinatensystem ats: 
Sh eee A 
(3 t) E>, Qpiy = Opi: 
7a 


Wir brauchen, um das einzusehen, nur zwei willkiirliche kontravariante 
Vektoren &’, n* und einen kovarianten ¢; zu Hiilfe zu nehmen, mittels 


ihrer die Komponenten 
lm =. 
> Mie nls = SE 
Ail 


eines gemischten Tensors 2. Stufe zu bilden und auf ihn unsern eben 


bewiesenen Satz 
Dray r 
r ip 


anzuwenden; dann ergibt sich, wenn wir die ¢ durch (30), die ¢ durch 
(31) definieren, die Formel 


DS Gh EereC; =e ere ii aCe 


hil hil 


Sie : . 
Es sind also in der Tat cz; im neuen Koordinatensystem die Komponenten 


desselben Tensors 3. Stufe, dessen Komponenten im alten = Chi sind. 
Beispiele fiir diese Operation der Verjiingung sind uns im vorigen 
schon in Hiille und Fiille begegnet. Immer wo nach gewissen Indizes 
summiert wurde, trat in dem allgemeinen Summenglied der Summations- 
index doppelt, einmal unten und einmal oben auf; jede solche Summation 
ist die Ausfiihrung einer Verjiingung. So z. B. in Formel (29): aus vz 
und € kann man durch Multiplikation den Tensor 3. Stufe vo; bilden; 
indem man dann & mit 7 zusammenfallen lat und iiber & summiert, 
ergibt sich der verjiingte Tensor 1. Stufe w;. Fiihrt eine Matrix 4 die 
beliebige Verschiebung x in x’ = -4(r), eine zweite Matrix B diese y’ in 
Yia—-B (y eibermso entspringt aus beiden Matrizen eine zusammengesetzte 
es welche dices tin ¢” = BA(p) iiberfiihrt. Hat 4 die Komponenten 


a, B die Komponenten 7, so sind die Komponenten der ztsammen- 
gesetzten Matrix BA: 
ce ban 
rs 


Auch hier handelt es sich um Multiplikation mit nachfolgender Verjiingung. — 
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Der ProzeB der Verjiingung kann gleichzeitig fiir mehrere Indexpaare vor- 


genommen werden. Aus den Tensoren 1., 2., 3.,...Stufe mit den ko- 
varianten Komponenten @;, a, azz, ... erhalt man so insbesondere die 
Invarianten 


i ik ikl 
ue ane Same”, 
z ik tkl 


Wenn, wie wir hier annehmen, die dem metrischen Grundtensor ent- 
sprechende quadratische Form positiv-definit ist, sind diese Invarianten 
alle positiv; denn in einem Cartesischen Koordinatensystem stellen sie 
sich direkt als die Quadratsummen der Komponenten dar. Die Quadrat- 
wurzel aus diesen Invarianten mag, wie im einfachsten Falle des Vektors, 
als der Befrag oder die GréBe des Tensors 1., 2., 3., ... Stufe be- 
zeichnet werden. 

Wir treffen jetzt und fiir alle Zukunft die Verabredung: wenn in einem 
mit Indizes behafteten Formelglied, das die Komponenten eines Tensors 
bedeutet, ein Index doppelt, oben und unten vorkommt, so ist stets ge- 
meint, da iiber ihn summiert werden soll, ohne daB wir es fiir nétig 
finden, ausdriicklich ein Summenzeichen davor zu setzen. 

Die Operationen der Addition, Multiplhkation und Verjiingung setzen 
nur die affine Geometrie voraus; ihnen liegt kein »metrischer Fundamental- 
tensor« zugrunde. Dies ist allein fiir den ProzeB des Ubergangs von ko- 
yarianten zu kontravarianten Komponenten und seine Umkehrung der Fall. 

Die Eulerschen Kreiselgleichungen. Zur Kiniibung der Tensorrechnung 
wollen wir die Eulerschen Gleichungen der kraftefreien Bewegung eines 
starren Korpers um einen festen Punkt O herleiten. Wir schreiben die 
Grundgleichungen (27) kovariant: 

aLiz 

Vip 
multiplizieren sie zur bequemeren Zusammenfassung mit den  kontra- 
varianten Komponenten w** eines beliebigen konstanten (von der Zeit 
unabhingigen) schiefsymmetrischen Tensors und verjiingen in bezug auf 
zund & Ist Ay gleich der iiber alle Massenpunkte zu erstreckenden 


Summe 
> mu;&p. 
Wt ° 


ee dp = EL 


gesetzt, so ist 


eine Invariante, und unsere Gleichungen kénnen wir, in die Formel yer- 
einigen : 

aH _ 
(32) ap 


Fiihren wir die Ausdriicke (29) fiir w; ein und den Tragheitstensor 7; 
so wird 
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(33) Hy, = Uz Ty 0 


Bisher haben wir angenommen, daf ein im Rawme festes Koordinaten- 
system benutzt wird. Die Trigheitskomponenten 7 andern sich dann mit 
der Massenverteilung im Laufe der Zeit. Benutzen wir aber statt dessen 
jetzt ein im Kérper festes Koordinatensystem und verstehen unter den bis- 
herigen Zeichen die Komponenten der betreffenden Tensoren in bezug auf 
dieses Koordinatensystem, kennzeichnen hingegen die Komponenten der- 
selben Tensoren in bezug auf das raumfeste Koordinatensystem durch 
Uberstreichen, so bleibt wegen der Invarianz von H die Gleichung (32) 
bestehen. Die 7” sind nunmehr Konstante; dafiir sind aber die w* mit 
der Zeit variabel. Unsere Gleichung ergibt 


alg dw 
(34) eyes wi* ie FT No 


75 
aur® 
at 


Vektoren, deren kovariante Komponenten im ké6rperfesten Koordinaten- 
system == &;, bzw. 7; sind. Diese Gré8en sind also Konstante, ihre Kom- 


zu bestimmen, wahlen wir zwei willkiirliche im Korper feste 


ponenten §;, 7; im raumfesten Koordinatensystem aber Funktionen der 
Zeit. Es ist 


wt ng = w* Enz, 
und daraus durch Differentiation nach der Zeit: 


' dw ide 
(35) ne = ws (Ee, e+ &- st 
Nun ist nach Formel (29) z. B 
Ce - 
Th AS Ui E,. 


Fiir die rechte Seite der ome (35) bekommt man so 


Wa —_— SS 
ww (aS Sr NE a On siiy)s 
und da hier eine Invariante steht, kénnen wir die gestrichenen Kom- 
ponenten wieder durch die ungestrichenen ersetzen: 


dw” 


Site ae = w (E,n20f + §:n,07). 
Dies gilt identisch in § und 9; also, wenn Az beliebige Zahlen sind, 
R dwi* ik 4 
. Hin yy Ww (08 Hee + 0k Her). 


Nehmen wir darin fiir die Hj, insbesondere die vorher so bezeichneten 
GroBen, so ist damit das zweite Glied in (34) bestimmt, und unsere 
Gleichung lautet 

EEE gt r rhe 

| dt (u:” Hee + vg H;)| w’ == 0 
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identisch in dem schiefsymmetrischen Tensor w**; daher 
a(Hiz — Hz) is Of Hire + vn” Hiy\ __ 
dt hes og Hy: — eS o 
Man fiihre den Ausdruck (33) fiir Az ein; da wegen der Symmetrie 
von Z3z auch 
v1, = Vv, v; Me 
symmetrisch ist in z und &, zerstéren sich die beiden hinteren Glieder 


der in der geschweiften Klammer stehenden Summe. Setzt man den 
symmetrischen Tensor 


v; eo ErsUz V, == (2) sx » 
so lauten unsere Gleichungen schlieBlich 
d : 
ayy (ir Te — Ver Ti) = (00) Te — (00) Te 
Es ist bekanntlich mdglich, ein Cartesisches Koordinatensystem, be- 
stehend aus den »Haupttrigheitsachsen«, einzufiihren, so daB darin 
= | 1 (i = 2) 
Seo (ee 8) 
ist. Schreiben wir dann 7’ anstelle von ZY, analog fiir die iibrigen 


Indizes, so gewinnen in diesem Koordinatensystem unsere Gleichungen 
die einfache Gestalt 


und Ci Ome tne ee) 


QViZ 1 
(Zi + Ti) SF = (Le — 2) (00) 
Das sind die Differentialgleichungen fiir die Komponenten vz, der un- 
bekannten Winkelgeschwindigkeit — Gleichungen, die sich bekanntlich 


durch elliptische Funktionen von ¢ ldsen lassen. Die hier auftretenden 
Haupttrigheitsmomente 7; haingen mit den sich nach den iiblichen Defini- 
tionen ergebenden 7;* durch die Gleichungen zusammen 

9 fie OE aed Bi Lege Lilet (Mee Mier wd La 

Die von uns gegebene Behandlung des Rotationsproblems 1aBt sich 
im Gegensatz zu der iiblichen Wort fiir Wort von dem dreidimensionalen 
auf mehrdimensionale Raume iibertragen. Das ist ja freilich in praxi 
vollig belanglos. Aber erst die Befreiung von der Beschrankung auf eine 
bestimmte Dimensionszahl, die Formulierung der Naturgesetze in solcher 
Gestalt, daB ihnen gegeniiber die Dimensionszahl als etwas Zufalliges 
erscheint, biirgt uns dafiir, da® ihre mathematische Durchdringung voll- 
stindig gelungen ist. — 

Das Eindringen in den Tensorkalkiil hat — abgesehen von der Angst 
vor Indizes, die iiberwunden werden mufS — gewif seine begrifflichen - 
Schwierigkeiten. Formal ist aber die Rechenmethodik von der dufersten 
Einfachheit, viel einfacher z. B. als der Apparat der elementaren Vektor- 
rechnung. Zwei Operationen: Multiplikation und Verjiingung: Neben- 
einanderschreiben der Komponenten zweier Tensoren mit lauter ver- 
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schiedenen Indizes — Identifizierung zweier Indizes oben und unten, 
dann (stillschweigend) Summation nach ihm. Es ist vielfach versucht 
worden, in unserm Gebiet eine solche invariante, mit den Tensoren selbst 
und nicht mit ihren Komponenten arbeitende Bezeichnungsweise aus- 
zubilden, wie sie in der Vektorrechnung besteht. Was aber dort am Platze 
ist, erweist sich fiir den viel weiter gespannten Rahmen des Tensorkalkiils 
als ‘duBerst unzweckmaBig. Es werden eine solche Fiille von Namen, 
Bezeichnungen und ein solcher Apparat von Rechenregeln notig (wenn 
man nicht doch immer wieder auf die Komponenten zuriickgreifen will), 
daB damit ein Gewinn von sehr erheblichem negativem Betrag erreicht 
wird. Man muB gegen diese Orgien des Formalismus, mit dem man 
heute sogar die Techniker zu belastigen beginnt, nachdriicklich protestieren. 


$7. Symmetrie-Eigenschaften der Tensoren. 


Aus den Beispielen des vorigen Paragraphen geht mit aller Deutlich- 
keit hervor, daB die symmetrischen und die schiefsymmetrischen Tensoren 
2. Stufe, wo sie in den Anwendungen auftreten, vollig verschiedene 
GroBenarten darstellen. Der Charakter einer Gro$e ist demnach im all- 
gemeinen noch nicht vollstandig durch die Angabe beschrieben, sie sei ein 
Tensor so und sovielter Stufe, sondern es treten Symmetrie-Merkmale hinzu. 

Eine Linearform mehrerer Variablenreihen heiBt symmetrisch, wenn sie 
sich bei Vertauschung irgend zweier dieser Variablenreihen nicht andert; 
schiefsymmetrisch, wenn sie durch diesen ProzeB stets in ihr Negatives 
umschligt. Eine symmetrische Linearform Aandert sich nicht, wenn man 
die Variablenreihen irgendwie untereinander permutiert; eine schiefsymme- 
trische andert sich nicht, wenn man mit den Variablenreihen eine gerade 
Permutation vornimmt, sie nimmt das entgegengesetzte Vorzeichen an, wenn 
jene einer ungeraden Permutation unterworfen werden. Die Koeffizienten 
@z. einer symmetrischen ‘Trilinearform (um die Anzahl 3 wiederum als 
Beispiel zu gebrauchen) geniigen den Bedingungen 


Gigi = Ai = ik = Ckil = Aiki = iz , 


von den Koeffizienten einer schiefsymmetrischen Trilinearform kénnen nur 


die mit drei verschiedenen Indizes behafteten + o sein, und sie erfiillen 
die Gleichungen 


Qikt = Qkli = Aik = — Api = — Api = — Ap . 
Es kann also im Gebiet von » Variablen keine (nicht-verschwindenden) 
schiefsymmetrischen Formen von mehr als » Variablenreihen geben. Wie 
eine symmetrische Bilinearform vollstindig ersetzt werden kann durch die 
quadratische Form, welche aus ihr durch Identifizierung der beiden Va- 
riablenreihen hervorgeht, so ist auch eine symmetrische Trilinearform ein- 
deutig bestimmt durch die kubische Form einer einzigen Variablenreihe 
mit den Koeffizienten @;%7, welche aus der Trilinearform durch den gleichen 
ProzeB entsteht. Nimmt man in einer schiefsymmetrischen Trilinearform 
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P= » ans HC! 


tkl 


die 3! Permutationen der Variablenreihen §, , € vor, versieht die so ent- 
stehenden Formen jeweils mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, 
je nachdem die Permutation gerade oder ungerade ist, so steht sect 
die urspriingliche Form da. Addiert man alles, so erhalt man fiir diese 
die folgende Schreibweise: 


& kk ec 
(36) F=5 dan | 7 9! 
ce Ce (Ge 


Die Eigenschaft einer Linearform, symmetrisch oder schiefsymmetrisch 
zu sein, wird nicht zerstért, wenn jede Variablenreihe der gleichen linearen 
Transformation unterworfen wird. Infolgedessen hat es einen Sinn, von 
symmetrischen und schiefsymmetrischen kovarianten oder kontravarianten Ten- 
soren za sprechen. Im Gebiete der gemischten Tensoren aber haben diese 
Ausdriicke keinen Sinn. Die symmetrischen Tensoren geben zu keinen 
weiteren Bemerkungen AnlaB; etwas ausfiihrlicher miissen wir bei den 
schiefsymmetrischen kovarianten Tensoren verweilen, weil diese eine ganz 
besondere Bedeutung haben. 

Durch die Komponenten & einer Verschiebung wird die Richtung 
einer Geraden samt Richtungssinn und GréBe festgelegt. Sind §, 1’ irgend 
zwei voneinander linear unabhingige Verschiebungen, so wird von ihnen, 
wenn man sie von einem beliebigen Punkt O auftrigt, eine Ebene auf- 
gespannt. Die Gréfen 
‘ Ey a ps — gr? —_ ae 


bestimmen durch ihr Verhaltnis in der gleichen Weise die »Stellung« 
dieser Ebene (eine »Flaichenrichtung«<), wie die & durch ihr Verhiltnis 
die Richtung einer Geraden (eine »Linienrichtung«) bestimmen. Die &# 
sind dann und nur dann alle =o, wenn die beiden Verschiebungen 
&, v linear abhingig sind und also keine zweidimensionale Mannig- 
faltigkeit aufspannen. Mit zwei linear unabhangigen Verschiebungen §& 
und 7 ist in der aufgespannten Ebene ein Drehungssinn verkniipft: der 
Sinn derjenigen Drehung in der Ebene um QO, welche die Richtung von & 
durch einen Winkel < 180° in die Richtung von » iiberfiihrt; und auBer- 
dem eine bestimmte Mafzahl (GroBe), namlich der Flicheninhalt des 
von § und » aufgespannten Parallelogramms. ‘Tragt man zwei Verschie- 
bungen & 7 von einem beliebigen Punkt O, zwei Verschiebungen §,, 1, 
von einem beliebigen Punkt O, ab, so sind diese dem einen und dem 
andern Paar zugehérigen Dinge: Ebenenstellung, Drehsinn und GréSe 
dann und nur dann miteinander identisch, wenn die §* des einen und 
andern Paares miteinander iibereinstimmen: 


aie Dee Edd LS) ee 
Sin* — Seni = Sens — Se 
Wie also die & die Richtung einer Geraden samt Richtungssinn und 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 4 
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GroBe bestimmen, so die &# die Stellung einer Ebene samt Umlaufssinn 
und GréBe; man sieht die volle Analogie. 

Um ihr Ausdruck zu geben, kénnte man das erste Gebilde ein en- 
dimensionales, das zweite ein Le tienes Raumelement nennen. Wie 
das Quadrat der Grofe eines eindimensionalen Raumelements durch die 


Invariante 
EE = gunk = O(6) 


gegeben wird, so das Quadrat der GroBe des zweidimensionalen Raum- 
elements nach den Formeln der analytischen Geometrie durch 
mo SiR 

man kann dafiir auch schreiben 

Ene (S'n* — F'n’) = (5255) (n* ne) — (Sen') (5* y2) 
Q(§)- Q(n) — Q*(Sn)- 
In dem gleichen Sinne sind die aus drei unabhingigen Verschiebungen 
5, », ¢ entspringenden Determinanten 


I 


a ise 
El | yf pF yy! 
te Ce fe 


die Komponenten eines drezdimensionalen Raumelements, dessen Groke 
durch die Quadratwurzel aus der Invariante 
Aa tay 
gegeben ist. Im dreidimensionalen Raum ist diese Invariante 
aS 1234 el j512 
a Beans ae Si Sak S315 3 3 
und da §#/ — — &*5 ist, je nachdem z&/ eine gerade oder ungerade 
Vertauschung von 123 ist, so bekommt sie den Wert 
€123)\2 
SNS 3) 5 
wo g die Determinante der Koeffizienten g;z der metrischen Fundamental- 
form ist. Das Volumen des Parallelepipeds wird somit 


age 
== Vprabs pen encun® 
a ee 
Das befindet sich in Ubereinstimmung mit elementaren Formeln der 
analytischen Geometrie. — In einem mehr als dreidimensionalen Raum 


k6nnen wir dann weiter zu vierdimensionalen Raumelementen iibergehen, usf. 

Wie nun ein kovarianter Tensor 1. Stufe jedem eindimensionalen Raum- 
element (jeder Verschiebung) in linearer, vom Koordinatensystem unab- 
hangiger Weise eine Zahl zuordnet, so ein schiefsymmetrischer kovarianter 
Tensor 2. Stufe jedem Pe sclivanaenie Raumelement, ein schiefsymme- 
trischer kovarianter Tensor 3. Stufe jedem dretdimencioners Raumelement 
usf.; das geht aus der Schreibweise (36) unmittelbar hervor, Aus diesem 
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Grunde halten wir uns fiir berechtigt, die kovarianten schiefsymmetrischen 
Tensoren schlechtweg als dineare Tensoren zu bezeichnen. Von Operationen 
im Gebiet der linearen Tensoren erwaéhnen wir die beiden folgenden: 


(37) aby — apb; = Cz. 
(38) Q2On1 + pou + abin = Ciz25 


die erste erzeugt aus zwei linearen Tensoren 1, Stufe einen solchen 
2. Stufe, die zweite aus einem linearen Tensor 1. und einem 2. Stufe 
einen solchen 3. Stufe. 

Zuweilen treten hompliziertere Symmetrie-Bedingungen auf als die bisher 
betrachteten. So spielen im Gebiet der Quadrilinearformen F (§ y & 7’) 
diejenigen eine besondere Rolle, welche den Bedingungen geniigen: 


(392) Fn $5" y') = F(§nn’ §) = — F(§ne'n’); 
(39.) TEES) eM (SHisen ys 
(393) Sipe ete 6 Hort Le Hoae\ = Oy 


Es zeigt sich Calieen daB zu jeder quadratischen Form eines willkiirlichen 
zweidimensionalen Raumelements 
kik. kipk _ Ekyi 

eine und nur eine diesen Symmetriebedingungen geniigende Quadrilinear- 
form / gehért, aus der durch Identifizierung des zweiten Variablenpaares 
&’ 7’ mit dem ersten § » jene quadratische Form entsteht. Kovariante 
Tensoren 4. Stufe mit den Symmetrie-Eigenschaften (39) hat man demnach 
zur Darstellung von Funktionen zu benutzen, die quadratisch von einem 
Flachenelement abhangen. 

Die allgemeinste Gestalt der Symmetriebedingung fiir einen ‘Tensor, / 
der 5. Stufe — wir halten uns an ein bestimmtes Beispiel — dessen 1., 2. 
und 4. Variablenreihe kontragredient, dessen 3. und 5. kogredient zu 
transformieren ist, lautet so: 


> eshs = 0; 
S 


darin bedeutet S alle Permutationen der 5 Variablenreihen, bei denen die 
kontragredienten untereinander vertauscht werden und ebenso die kogre- 
dienten, /’s diejenige Form, die durch die Permutation S aus / entsteht, 
es ein System bestimmter Zahlen, die den Permutationen S zugeordnet 
sind. Die Summation erstreckt sich iiber alle Permutationen S. Der Symme- 
triecharakter einer bestimmten Art von Tensoren driickt sich in einer oder 
mehreren solchen Symmetriebedingungen aus. 


$ 8. Tensoranalysis. Spannungen. 


GroBen, die den von Ort zu Ort wechselnden Zustand eines réumlich 
ausgebreiteten physikalischen Systems beschreiben, haben nicht einen Wert 
schlechthin, sondern nur »in jedem Punkte«; sie sind, mathematisch aus- 


4* 


52 Der Euklidische Raum. 


gedriickt, »Funktionen des Orts«, Je nachdem es sich um einen Skalar, 
Vektor oder Tensor handelt, sprechen wir von einem skalaren, Vektor- 
oder Tensor-/e/d, Ein solches ist also gegeben, wenn jedem Punkte des 
Raumes oder eines bestimmten Raumgebietes ein Skalar, Vektor oder 
Tensor der betr. Art zugeordnet ist. Benutzen wir ein bestimmtes Ko- 
ordinatensystem, so erscheinen dann der Wert cer skalaren GroBe, bzw. 
die Werte der Komponenten der vektoriellen oder tensoriellen GroBe 
in diesem Koordinatensystem als Funktionen der Koordinaten eines in 
dem betreffenden Gebiete variablen Raumpunktes. 

Die Tensoranalysis lehrt, wie durch Differentiation nach den Raum- 
koordinaten aus einem Tensorfeld ein neues in einer vom Koordinaten- 
system unabhangigen Weise hergeleitet werden kann. Sie ist wie die 
Tensoralgebra von dufBerster Einfachheit: sie kennt nur eine Operation, 
die Differentiation. 

Ist 

Pp =f (%, 4, +++ Xn) = f(2) 
ein gegebenes Skalarfeld, so ist die einer infinitesimalen Verriickung des 
Argumentpunktes, bei welcher dessen Koordinaten x; die Anderung dx; 
erfahren, entsprechende Anderung von g gegeben durch das totale Diffe- 
rential 
of 


dx, 


ee ee 


tee 


BX, tee bt 


i) 

a Ge 

0 Xn 

Der Sinn dieser Formel ist der, da’, wenn 4x; zunichst die Kompo- 
nenten einer endlichen Verriickung sind und 4/ die zugehérige Anderung 
yon f, der Unterschied zwischen 


Af und TE as: 


mit den Verriickungskomponenten nicht nur absolut zu o herabsinkt, sondern 
relativ zu der Grofe der Verriickung, die etwa durch | 7x, | + | Zx,| + --- 
+ | 4x, | gemessen werde. Wir ordnen diesem Differential die Linearform 


se! & 
: 0x77 
der Variablen § zu. Fiihren wir die ganze Konstruktion noch in einem 
andern, tiberstrichenen Koordinatensystem durch, so geht aus der Be- 
deutung des Differentials hervor, daB die erste Linearform in die zweite 
tibergeht, wenn die §’ der zu den Grundvektoren kontragredienten Trans- 
formation unterworfen werden. Es sind daher 


Ri er ee 


) y) 
Ox, Ox, D4, 


die Kovarianten Komponenten eines Vektors, der aus dem Skalarfeld yp 
in emer vom Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt. In der 
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gewohnlichen Vektorrechnung tritt er als Gradient auf und wird durch 
das Symbol grad @ bezeichnet. 

Diese Operation la48t sich sofort von einem skalaren auf ein beliebiges 
Tensorfeld iibertragen. Seien z. B. f4(x) die in bezug auf z, # kovarianten, 
in bezug auf 4 kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 3. Stufe; 
dann ist 

fiEayit! 
eine Invariante, wenn wir unter den §, die Komponenten eines willkiir- 
lichen, aber konstanten, d. h. vom Orte unabhingigen kovarianten Vektors 
verstehen, unter 7%, ¢? die» Komponenten je eines ebensolchen kontra- 
varianten Vektors. Die einer infinitesimalen Verriickung mit den Kom- 
ponenten dx; entsprechende Anderung dieser Invariante ist gegeben durch 


Ofer s 
Sen ax1, 


und folglich sind 


ye tl = ait 
Ox, 
die Komponenten eines Tensorfeldes 4, Stufe, das in einer vom Koordi- 
natensystem unabhingigen Weise aus dem gegebenen entspringt. Das 
ist der Prosefi der Differentiation; durch ihn wird, wie man sieht, die 
Stufenzahl des Tensors um 1 erhéht. Es ist noch zu bemerken: wegen 
der Unabhangigkeit des metrischen Fundamentaltensors vom Ort erhilt 
man z. B. die in bezug auf den Index & kontravarianten Komponenten 
des eben gebildeten Tensors, indem man unter dem _ Differentiations- 
hk 
zeichen den Index & nach oben schafft: die Verwandlung von 
kovariant in kontravariant und die Differentiation sind vertauschbar. Die 
Differentiation kann rein formal so ausgefiihrt werden, als ob der betr. 
Tensor mit einem Vektor multipliziert wiirde, dessen kovariante Kom- 
ponenten : 
") ) i) 
(49) a ne 


0X, 


sind; dabei wird der Differentialquotient 


ee als symbolisches Produkt 


behandelt. Den symbolischen Vektor (40) findet man in 


gs 
von f mit ar 
é 


der Literatur 6fter mit dem geheimnisvollen Namen »Nabla-Vektor« belegt. 
Beispiele. Aus dem Vektor mit den kovarianten Komponenten w; ent- 


: 01; : ne 
springt der Tensor 2. Stufe wi == u;,. Daraus bilden wir insbesondere 
Xk 
Ou; Oiz 
(41) 


dx, Ox 
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Diese GréBen sind die kovarianten Komponenten eines linearen Tensors 
2. Stufe; in der gewohnlichen Vektorrechnung tritt er (mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen) als Rotation (rot oder curl) auf. Hingegen sind 


die GroBen 
= D2 ; ee) 
e dxe | Ox; 


die kovarianten Komponenten eines symmetrischen Tensors 2. Stufe. Bedeutet 
der Vektor ~ die Geschwindigkeit kontinuierlich ausgebreiteter, sich be- 
wegender Materie als Funktion des Orts, so gibt das Verschwinden dieses 
Tensors an einer Stelle kund, daB die unmittelbare Umgebung der Stelle 
sich wie ein starrer Korper bewegt; er verdient daher, als » Verserrungs- 
Tensor« bezeichnet zu werden. Endlich aber entsteht aus 1% durch 
Verjiingung der Skalar ; 


ou! 
Ox; 


in der Vektorrechnung als Divergenz (div) bekannt. 


Aus einem Tensor 2. Stufe mit den gemischten Komponenten on 
entspringt durch Differentiation und Verjiingung der Vektor 


0S,” 
dx, 


Sind vz die Komponenten eines linearen Tensorfeldes 2. Stufe, so 
entsteht entsprechend der Formel (38), in der wir 4 durch v und @ durch 
den symbolischen Vektor »Differentiation« ersetzen, aus ihm der lineare 
Tensor 3. Stufe mit den Komponenten 


Ove. . OVE OU iz 
os mie . 
Ox; Oxz 0x7 


(42) 


Der Tensor (41), rot, verschwindet, wenn w; Gradient eines Skalarfeldes 
ist; der Tensor (42) verschwindet, wenn v;z die rot eines Vektors w; ist. 

Spannungen. Ein wichtiges Beispiel fiir ein Tensorfeld bilden die 
Spannungen in einem elastischen K6rper; von diesem Beispiel her haben 
die Tensoren ihren Namen erhalten. In einem elastischen K6rper, an 
dessen Oberflaiche Zug- oder Druckkrafte angreifen, auf dessen Inneres 
auferdem irgendwelche an den einzelnen Teilen der Materie angreifende 
»Volumkrafte« (z. B. die Schwerkraft) wirken, stellt sich ein Gleich- 
gewichtszustand her, in dem die durch die Verzerrung beanspruchten 
Kohiasionskrafte der Materie jenen eingeprigten Kraften das Gleichgewicht 
halten. Schneiden wir ein beliebiges Stiick 7 der Materie in Gedanken 
aus dem Korper heraus, lassen es erstarren und entfernen die iibrige 
Materie, so werden die eingeprégten Volumkriifte fiir sich an diesem 
Stiick der Materie sich nicht das Gleichgewicht halten; sie sind aber ins 
Gleichgewicht gesetzt durch die auf die Oberfliche 2 des Stiickes gh 
wirkenden Druckkrafte, die von dem weggeschnittenen Teil der Materie 
auf J ausgetibt werden. In der Tat haben wir uns, wenn wir auf die 
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atomistische Feinstruktur der Materie nicht eingehen, vorzustellen, da8 
die Kohasionskraéfte nur in der unmittelbaren Beriihrung wirksam sind, 
so da also die Einwirkung des weggeschnittenen Materieteils auf 7 durch 
solche oberflachlichen Druckkrafte mu ersetzt werden kénnen; und zwar 
darf, wenn ©@do die auf ein Oberflichenelement do wirkende Druck- 
kraft ist, G also den Druck pro Flicheneinheit bedeutet, G nur abhangen 
von der Stelle, an der sich das Flichenelement do befindet und von der 
ins Innere von / gerichteten Normalen ” dieses Flachenelements (welche 
die »Stellung« von do charakterisiert). Fiir G schreiben wir, um die 
letztere Abhingigkeit auszudriicken, S,. Bedeutet — 2 die der Normale 
a entgegengesetzte Normalenrichtung, so folgt aus dem Gleichgewicht fiir 
eine kleine, wnendlich diinne Scheibe, da’ 


(43) 6_, = — 6, 
sein mus. 

Wir benutzen Cartesische Koordinaten x,, x,, x,. Die Druckkrafte 
pro Flacheneinheit an einer Stelle, welche gegen ein Flachenelement 
daselbst wirken, dessen innere Normale in die Richtung der positiven ~,, 
bzw. x,, bzw. x,-Achse fallt, mégen mit ©,, 6,, ©, bezeichnet werden. 
Wir wahlen irgend drei positive Zahlen @,, @,, a, und eine positive Zahl e, 
die gegen o konvergieren soll (wihrend die a; festbleiben). Wir tragen 
vom betrachteten Punkt O aus in Richtung der positiven Koordinaten- 


achsen die Strecken 

OP, =6&a,, OF, =8a,, OF, = 6a, 
ab und betrachten das infinitesimale Tetraeder OP, ?,/, mit den » Wanden« 
OF EL OL Ls, 001. und sdeme>Dach« F777... Ust)7 der Plachen- 
inhalt des Daches und @,, @,, @, die Richtungskosinusse seiner inneren 
Normalen #, so sind die Flaicheninhalte der Wande 

ee PALS: (= Z&°a,@,), may Sey 
Der Druck auf die Wande und das Dach betriagt also insgesamt bei un- 
endlich kleinem ¢: 

Fi, — (a, S, + a, 6, + a, S,)}. 
f ist von der GréBenordnung é*; die auf das Tetraedervolumen wirkende - 
Volumkraft ist aber nur von der GréBenordnung ¢°. Daher mu8 zufolge 
der Gleichgewichtsbedingung 
S, = a, S, + a,5, +4, 6, 

sein. Mit Hilfe von (43) iibertragt sich diese Formel unmittelbar auf 
den Fall, daB das Tetraeder in einem der itibrigen 7 Oktanten gelegen 
ist. _Nennen wir die Komponenten von G; in bezug auf die Koordinaten- 
achsen Sj, Sz, Si; und sind §, 7? die Komponenten zweier beliebiger 
Verschiebungen von der Lange 1, so ist 


(44) = Sin Sin? 
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die in die Richtung von 7 fallende Komponente derjenigen Druckkraft, 
die gegen ein Flichenelement mit der inneren Normale § stattfindet. 
Die Bilinearform (44) hat also eine vom Koordinatensystem unabhangige 
Bedeutung, und Sz sind die Komponenten eines Tensorfeldes »Spannung«. 
Wir operieren hier auch weiter mit rechtwinkligen Koordinatensystemen, 
so da wir zwischen kovariant und kontravariant nicht zu unterscheiden 
brauchen. 

Wir bilden den Vektor G; mit den Komponenten S,;, S2:, S37. 
Die in die Richtung der inneren Normale z eines Flichenelements fallende 
Komponente von ©/ ist dann gleich der x,-—Komponente von ©,. Die 
x,-Komponente der Gesamt-Druckkraft, die auf der Oberflache {2 des 
herausgeschnittenen Materiestiicks / liegt, ist daher gleich dem Ober- 
flichenintegral der normalen Komponente von ©, und das ist nach dem 
GauBschen Satz gleich dem Volumintegral 


= divi ar, 
¥ 


das gleiche gilt fiir die x,- und x,-Komponente. Wir haben also den 
Vektor » mit den Komponenten 


0.S*; 
Dis mp, Oxz 


za bilden (das ist, wie wir wissen, ein invariantes Bildungsgesetz); einer 
Volumkraft von der Richtung und Stirke » pro Volumeinheit sind die 
Druckkrafte G in dem Sinne Aquivalent, daB fiir jedes herausgegriffene 
Stiick Materie 7 


(45) SEndo =fpadVv 
2 oP 


ist. Ist £ die eingepragte Kraft pro Volumeinheit, so lautet die erste 
Gleichgewichtsbedingung fiir das erstarrt gedachte Materiestiick 


fp+hav=o, 
wi 


und da dies fiir jeden Teil / zutreffen muB: 
(46) ptf=—o. 
Wahlen wir einen beliebigen Anfangspunkt O und bedettet r den 


>> 
Radiusvektor OP nach dem Argumentpunkt P, die eckige Klammer das 


»veKtorielle« Produkt, so lautet die zweite Gleichgewichtsbedingung, die 
Momentengleichung: 


Sit, Sil do + flr, dV = o, 
i 


und da allgemein (46) gilt, muB also auBer (45) auch noch 


Ix, S,.] do Sayike ] av 
Fe 


ie) 


§ 9. Das stationare elektromagnetische Feld. Oa 


sein. Die x,-Komponente von [r, ©,] ist gleich der in der Richtung x 
genommenen Komponente von x, 6’, — x,©/,; daher ist nach dem Gauf- 
schen Satz die x,-Komponente der linken Seite 


— =f div C2 7.) 2, 
oe 


und es kommt die Gleichung 
dive, So, — x6.) = = (i ears 
Die linke Seite ist aber 
= (x, div 6, — x, div S,) + (S;- grad x, — S) - grad x,) 
a (x, 2; o- 2D,) ie (Se. Bis oy) S 
Demnach ergibt diese Gleichgewichtsbedingung, wenn wir auBer der x,- 
noch die x,- und x,-Komponente bilden: 
53 ca Sas er ae es ? ee = Se ’ 
d.h. die Symmetrie des Spannungstensors S. Fir eine beliebige Ver- 
schiebung mit den Komponenten & ist 
ye Siz 575? 
MS 
die in die Richtung von § fallende Komponente der Druckkraft pro 
Flacheneinheit, welche gegen ein senkrecht zu dieser Richtung gestelltes 
Flachenelement wirkt. (Hier darf nun wieder ein beliebiges affines Koor- 
dinatensystem benutzt werden.) Die Spannungen sind einer Volumkraft 
vollstindig aguivalent, deren Dichte p sich nach den invarianten Formeln 


(41) es 
47 pi he oxE 
berechnet. — Im Falle eines allseitig gleichen Drucks / ist 
fr) 
S*=p-0f, p= vie 


Durch das Vorige hat nur der Begriff der Spannung seine exakte 
Formulierung und mathematische Darstellung gefunden. Zur Aufstellung 
der Grundgesetze der Elastizititstheorie ist es weiterhin erforderlich, die 
Abhangigkeit der Spannung von der durch die eingepragten Krafte be- 
wirkten Verzerrung der Materie zu ermitteln. Wir haben keinen Anlaf, 
hier darauf naher einzugehen. 


$9. Das stationdre elektromagnetische Feld. 


Wo bisher von mechanischen oder physikalischen Dingen die Rede 
war, geschah es zundchst za dem Zweck, zu zeigen, worin sich deren 
raumliche Natur kundgibt: namlich darin, da& sich ihre Gesetze als in- 
variante Tensorrelationen ausdriicken. Wir hatten dadurch aber zugleich 
Gelegenheit, die Bedeutung der Tensorrechnung an konkreten Beispielen 
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klar zu machen und spiitere Auseinandersetzungen vorzubereiten, die sich 
griindlicher mit physikalischen Theorien — um ihrer selbst willen und 
wegen ihrer Bedeutung fiir das Zeitproblem — befassen werden. In 
dieser Hinsicht wird nun namentlich die Theorie des elektromagneteschen 
Feldes, das vollkommenste Stiick Physik, das wir heute kennen, von groBter 
Wichtigkeit werden. Hier betrachten wir sie nur insofern, als die Zeit 
noch nicht in Frage kommt, d.h. wir beschriinken uns auf zeitlich un- 
verinderliche stationire Verhaltnisse. 

Das Coulombsche Gesetz der Elektrostatik 1laBt sich folgendermafen 
aussprechen: Sind im Raum irgendwelche Ladungen mit der Dichte ¢ 
verteilt, so iiben sie auf eine Punktladung e¢ die Kraft 


(48) eae a 
aus, worin 

ee (LOk aes 
(49) C= fear 


Hier bedeutet r den Vektor OP, der vom »Aufpunkt« O, in welchem & 
bestimmt werden soll, zum Argument- oder » Quell«-Punkt P fiihrt, nach 
dem integriert wird; 7 seine Linge; 7@VY das Volumelement. Die Kraft 
setzt sich also aus zwei Faktoren zusammen, der Ladung e des kleinen 
Probekérpers, die nur von dessen Zustand abhangt, und der »Feldstiarke« 
&, welche im Gegenteil allein durch die gegebene Ladungsverteilung im 
Raum bestimmt ist. Wir machen uns die Vorstellung, daB auch dann, 
wenn wir an keinem Probekorper die Kraft & beobachten, durch die im 
Raume verteilten Ladungen ein »elektrisches Feld« hervorgerufen wird, 
das durch den Vektor © beschrieben ist; an einer hereingebrachten 
Punktladung ¢ gibt es sich durch die Kraft (48) kund. (© kénnen wir 
aus einem Potential*) — @ ableiten nach der Formel 


(50) € = grady, — Arp =f[% ar. 
Z 


Daraus folgt, 1) daB © wirbelfrei ist, und 2) da® der FluB von © durch 
irgend eine geschlossene Oberfliche gleich den von dieser Oberfliche 
umschlossenen Ladungen ist, oder da® die Elektrizitat Quelle des elek- 
trischen Feldes ist; in Formeln 

(51) ROG, S16) diy G70) 

Aus diesen einfachen Differentialgesetzen geht riickwirts wieder das 
Coulombsche Gesetz hervor unter Hinzunahme der Bedingung, da® das 
Feld © im Unendlichen verschwindet. Machen wir namlich zufolge der 
ersten dieser Gleichungen (51) den Ansatz © = grad g, so ergibt sich 
aus der zweiten zur Bestimmung von g die Poissonsche Gleichung 
Ap = @, deren Lésung durch (50) geliefert wird. 


*)eUm spiterer Zwecke willen (§ 26) muB ich hier die tibliche Bezeichnung g des 
Potentials in— qm abandern. 
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Das Coulombsche Gesetz ist ein /ernwirkungsgesetz: in ihm erscheint 
die Feldstarke an einer Stelle abhingig von den Ladungen an allen 
andern Stellen, den na&chsten und fernsten, im Raum. Im Gegensatz 
dazu driicken die viel einfacheren Formeln (51) Wahewirkungsgesetze aus: 
da zur Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion an einer 
Stelle die Kenntnis ihres Wertverlaufs in einer beliebig kleinen Umgebung 
dieser Stelle geniigt, sind durch (51) die Werte von g und © an einer 
Stelle und deren unmittelbarer Umgebung miteinander in Zusammenhang 
gebracht. Diese Nahewirkungsgesetze fassen wir als den wahren Ausdruck 
des in der Natur bestehenden Wirkungszusammenhanges auf, (49) aber 
nur als eine daraus sich ergebende mathematische Konsequenz; auf Grund 
der Gesetze (51), die eine so einfache anschauliche Bedeutung haben, 
glauben wir zu verstehen, woher das Coulombsche Gesetz kommt. Gewif 
folgen wir hier vor allem einem erkenntnistheoretischen Zwang; schon 
Leibniz hat die Forderung der Kontinuitit, der Nahewirkung als ein 
allgemeines Prinzip formuliert und sich aus diesem Grunde mit dem 
Newtonschen Fernwirkungsgesetz der Gravitation, das ja dem Coulomb- 
schen vollig entspricht, nicht befreunden kénnen. Daneben kommt aber 
die mathematische Durchsichtigkeit und der einfache anschauliche Sinn 
der Gesetze (51) in Betracht; immer wieder machen wir in der Physik 
die Erfahrung, daB, wenn wir erst einmal dazu gelangt sind, die Gesetz- 
mabigkeit eines bestimmten Erscheinungsgebietes véllig zu durchdringen, 
sie sich in Formeln von yollendeter mathematischer Harmonie ausspricht. 
SchlieBlich legt, was das Physikalische betrifft, die Maxwellsche Theorie 
in ihrer Weiterentwicklung bestindig Zeugnis davon ab, von wie unge- 
heurer Fruchtbarkeit der Schritt von der alten Fernwirkungsvorstellung 
zu der modernen der Nahewirkung war. 

Das Feld iibt auf die Ladungen, welche es erzeugen, eine Kraft aus, 
deren Dichte pro Volumeinheit durch die Formel 


(52) p= of 


gegeben ist: so werden wir die Gleichung (48) in strenger Weise zu 
deuten haben. Bringen wir einen geladenen Probekérper in das ‘Feld 
hinein, so gehdrt auch seine Ladung mit zu den felderzeugenden La- 
dungen, und die Formel (48) wird nur dann zur richtigen Bestimmung 
des vor dem Hineinbringen des Probekérpers herrschenden Feldes © 
dienen kénnen, wenn die Probeladung e so schwach ist, da8 sie das Feld 
nur unmerklich verindert. Es ist das eine Schwierigkeit, die sich durch 
die ganze experimentelle Physik hindurchzieht: daf wir durch das Herein- 
bringen des MeBinstruments die urspriinglichen Verhaltnisse, welche ge- 
messen werden sollen, stéren; daher stammen zum guten Teil die Fehler- 
quellen, auf deren Elimination der Experimentator so viel Scharfsinn 
verwenden muf. 

Das Grundgesetz der Mechanik: Masse >< Beschleumgung = Kraft 
lehrt, was fiir eine Bewegung der Massen unter dem Einflu8 gegebener 
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Krafte (bei gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten) eintritt. Was aber Kraft 
ist, lehrt die Mechanik nicht; das erfahren wir in der Physik. Das Grund- 
gesets der Mechanik ist ein offenes Schema, das einen konkreten L[nhalt 
erst gewinnt, wenn der in ihm auftretende Kraftbegriff durch die Phystk 
ausgefillt wird. Die ungliicklichen Versuche, die Mechanik als eine ab- 
geschlossene Disziplin fiir sich zu entwickeln, haben sich daher auch 
niemals anders zu helfen gewukt als dadurch, daB® sie das Grundgesetz 
zu einer Worterklirung machten: Kraft dedeutet Masse >< Beschleunigung. 
Hier in der Elektrostatik erkennen wir aber fiir ein besonderes physika- 
lisches Erscheinungsgebiet, was Kraft ist und wie sie sich gesetzmabig 
durch (32) aus den Zustandsgrifen Ladung und Feld bestimmt. Sehen 
wir die Ladungen als gegeben an, so liefern die Feldgleichungen (51) 
den Zusammenhang, durch welchen die Ladungen das von ihnen erzeugte 
Feld determinieren. Was aber die Ladungen betrifft, so wei man, dai 
sie an die Materie gebunden sind. Die moderne Elektronentheorie zeigte, 
daB das in einem ganz strengen Sinne verstanden werden kann: die 
Materie besteht aus Elementarquanten, den Elektronen, die eine véllig 
bestimmte unverinderliche Masse und dazu eine véllig bestimmte unver- 
inderliche Ladung besitzen. Wo immer wir das Auftreten neuer Ladungen 
beobachten, beruht dies lediglich darauf, daB positive und negative Ele- 
mentarladungen, die vorher so nahe beieinander waren, dafi sie sich in 
ihrer Fernwirkung vollstaéndig kompensierten, auseinandertreten; es »ent- 
steht« daher bei solchen Prozessen auch immer gleichviel positive und 
negative Elektrizitat. Damut schlieBen sich die Gesetze zu einem Zykel: 
die Verteilung der mit ein fiir allemal festen Ladungen versehenen Ele- 
mentarquanten der Materie und (wie man bei nicht-stationiren Verhalt- 
nissen hinzufiigen muB) ihre Geschwindigkeiten bestimmen das Feld; das 
Feld tibt auf die geladene Materie eine durch (52) gegebene pondero- 
motorische Kraft aus; die Kraft bestimmt nach dem Fundamentalgesetz 
der Mechanik die Beschleunigung und damit die Verteilung und Ge- 
schwindigkeit der Materie im nichsten Moment. Zyst dieser ganze theo- 
retische Zusammenhang ist einer experimentellen Nachpriifung féhig — 
wenn wir annehmen, daf die Bewegung*der Materie das ist, was wir 
direkt beobachten kénnen (was iibrigens auch nur bedingt zugegeben 
werden kann); nicht aber ein einzelnes, aus diesem theoretischen Gefiige 
herausgerissenes Gesetz! Der Zusammenhang zwischen der unmittelbaren 
Erfahrung und dem, was die Vernunft begrifflich als das hinter ihr 
steckende Objektive in einer Theorie zu erfassen sucht, ist nicht so ein- 
fach, da jede einzelne Aussage der Theorie fiir sich einen unmittelbar 
in der Anschauung zu verifizierenden Sinn besif®e. Wir werden im 
folgenden immer deutlicher sehen, da& Geometrie, Mechanik und Physik 
in dieser Weise eine unldsbare theoretische Einheit bilden, etwas, das 
man immer a/s Ganzes vor Augen haben mu8, wenn man danach fragt, 
ob jene Wissenschaften die in allem subjektiven BewuBtseins-Erleben sich 
bekundende, dem BewuB8tsein transzendente Wirklichkeit verniinftig deuten: 


* 
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die Wahrheit bildet ein System. — Im iibrigen ist das hier in seinen 
ersten Ziigen geschilderte physikalische Weltbild charakterisiert durch den 
Dualismus von Materie und Feld, die sich in gegenseitiger Wechselwirkung 
befinden; erst durch die Relativititstheorie ist dieser Dualismus, und zwar 
zugunsten einer reinen Feldphysik, iiberwunden worden (vgl. § 25). 

Die ponderomotorische Kraft im elektrischen Feld ist schon von Faraday 
auf Spannungen zuriickgefiihrt worden. Benutzen wir ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem x, , x, , xe Wwelchen 0) A £, die Komponenten der 
elektrischen Feldstirke sind, so ist die x:-Komponente der Kraftdichte 


Pe eee oe 
pi = 0; ee ‘Foe = 


Durch eine. einfache, die Wirbellosigkeit von & beriicksichtigende Umrech- 
nung findet man daraus, da die Komponenten fi der Kraftdichte sich nach 
den Formeln (47) aus einem Spannungstensor ableiten, dessen Komponenten 
Siz in dem folgenden quadratischen Schema zusammengestellt sind: 
UES Seon == 105) Sei ie 5 ahd, | 
| ed te ee ee ey a LER ls 
| oe — £,£,, CE er Des | | 
Wir sehen, daB die Symmetriebedingung S,;== S;z erfiillt ist. Vor allem 
ist aber von Wichtigkeit, daB die Komponenten des Spannungstensors 
an einer Stelle nur von der elektrischen Feldstirke an dieser Stelle ab- 
hangen. (Sie hingen zudem nur von dem Feld , nicht auch von der 
Ladung ab.) Immer wenn eine Kraft p sich nach (47) auf Spannungen |S, 
die einen symmetrischen Tensor 2. Stufe bilden, zuriickfiihren laBt, welcher 
nur von den Werten der den physikalischen Zustand beschreibenden Zustands- 
gréBen an der betreffenden Stelle abhangt, werden wir diese Spannungen 
als das Primare, die Kraftwirkungen als ihre Folge zu betrachten haben. 
Mathematisch erhellt die Berechtigung dieser Auffassungsweise daraus, 
daB die Kraft g sich aus dér Spannung durch Differentiation ergibt; die 
Spannungen liegen also gegeniiber den Kraften sozusagen um eine Diffe- 
rentiationsstufe weiter zuriick und hangen trotzdem nicht, wie es fiir ein 
beliebiges Integral der Fall wire, von dem ganzen Verlauf der Zustands- 
grofen, sondern nur von ihrem Wert an der betr. Stelle ab. Daraus, daB 
sich die elektrostatischen Krafte, welche geladene Korper aufeinander aus- 
iiben, auf einen symmetrischen Spannungstensor zuriickfiihren lassen, folgt 
noch, daB die resultierende Gesamtkraft wie auch das resultierende Dreh- 
moment verschwindet (weil das tiber den ganzen Raum erstreckte Integral 
einer Divergenz stets o ist); das besagt, daB sich ein abgeschlossenes 
System geladener Massen, das anfangs ruht, nicht aus sich selbst als 
Ganzes in translatorische oder rotatorische Bewegung versetzen kann. 
Der Tensor (53) ist natiirlich unabhingig von der Wahl des Koordi- 
natensystems. Fiihren wir das Quadrat des Betrages der Feldstarke ein 


| Z|? = BE’, 


(53) 
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so ist in der Tat 
Siz == 5kik | E le = Li; Fez 5 
das sind die kovarianten Spannungskomponenten nicht nur in einem Cartesi- 
schen, sondern in einem beliebigen affinen Koordinatensystem, wenn die 
Z; die kovarianten Komponenten der Feldstiirke sind. Die anschauliche Be- 
deutung der Spannungen ist iiberaus einfach. Benutzen wir an einer Stelle 
rechtwinklige Koordinaten, deren x,-Achse in die Richtung von © weist: 
f= th Oy) ge 70% 

so finden wir: sie bestehen aus einem Zug von der Stirke [| # |” in 
Richtung der Kraftlinien und einem Druck von der gleichen Starke 
senkrecht zu ihnen. 

Die elektrostatischen Grundgesetze kinnen wir in invarianter Tensorgestalt 
jetzt so susammenfassen: 


We Osby 
=o 


I _ Sus 
(1) Ox, Ox; Ox; 
(54) WEE oe 
(II) ox; == Cis 
(III) Si = 38 | E\* — EE. 
Kinem System einzelner Punktladungen ¢,, ¢,, ¢,, ... kommt die 
potentiellé Energie 
eget HO) 
8m rae Vik 


zu, riz bedeutet die Entfernung der beiden Ladungen e; und ez. Dies 
besagt, da die virtuelle Arbeit, welche die an den einzelnen Punkten 
angreifenden (von den Ladungen der iibrigen Punkte herriihrenden) Krafte 
bei einer infinitesimalen Verriickung der Punkte leisten, ein totales Diffe- 
rential, namlich = dU ist. Fiir kontinuierlich verteilte Ladungen geht 
diese Formel iiber in: 
(ip = pai aVaV' : 
8 76 r pp 

beide Volumintegrationen nach P und /’ erstrecken sich tiber den ganzen 
Raum, vpp ist die Entfernung dieser beiden Punkte. Unter Benutzung 
des Potentials @ konnen wir dafiir schreiben 


U=—tfepar. 
Der Integrand ist p-div€. Zufolge der Gleichung 
div (p&) = p-div€ + €- grad p 


und des Gaufschen Satzes, nach dem das iiber den gesamten Raum 
erstreckte Integral von div (p) gleich o wird, ist 


—fopdV=f(E-grad g) dv =f 
(55) Oe fe Be 


El? av; 
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Diese Darstellung der Energie setzt unmittelbar in Evidenz, daB die 
Energie einen positiven Betrag besitzt. Fiihren wir die Krifte auf 
Spannungen zuriick, so miissen wir uns vorstellen, da diese Spannungen 
(wie die Spannungen des elastischen Korpers) tiberall mit positiver poten- 
tieller Spannungsenergie verbunden sind; der Sitz der Energie wird also 
im Felde zu suchen sein. Dariiber gibt die Formel (55) vollig befrie- 
digende Rechenschaft; sie lehrt, da8 die mit der Spannung verbundene 
Energie pro Volumeinheit $|#|* betrigt, also genau gleich dem Zug 
und Druck ist, welche in Richtung und senkrecht zu den Kraftlinien 
stattfinden. Wieder ist es natiirlich entscheidend fiir die Zulassigkeit 
dieser Auffassungsweise, da die erhaltene Energiedichte nur von dem 
Werte der das Feld charakterisierenden ZustandsgréBe © an der betr. 
Stelle abhingt. Es kommt jetzt nicht nur dem Gesamtfeld, sondern 
auch jedem Stiick des Feldes ein bestimmter potentieller Energieinhalt 
i +|4|?a@V zu. In der Statik spielt nur die Gesamtenergie eine Rolle; erst 
wenn wir hernach zur Betrachtung verinderlicher Felder iibergehen, werden 
sich unzweifelhafte Bestatigungen der Richtigkeit dieser Auffassung einstellen. 

Auf Leitern sammeln sich im statischen Feld die Ladungen auf der 
Oberflache, und im Innern der Konduktoren herrscht kein elektrisches 
Feld. Dann reichen die Gleichungen (51) aus, um das elektrische Feld 
im leeren Raum, im »Ather«, zu bestimmen. Befinden sich aber Nicht- 
Leiter, Diélektrika, im Felde, so ist die Erscheinung der diélehtrischen 
Polarisation za beriicksichtigen. — Zwei an den Stellen 2 ands Pe be 
findliche Ladungen + ¢ und — e, ein »Quellpaar«, wie wir kurz sagen 
wollen, erzeugen ein Feld, das aus dem Potential 


—(- a 
47 \F, v, 


entspringt, in welchem 7, und 7, die Entfernungen der Punkte P., ve 


vom Aufpunkt O bedeuten. Das Produkt aus e und dem Vektor PP. 
heiBe das Moment m des Quellpaares. Lassen wir die beiden Ladungen 
an einer Stelle P in bestimmter Richtung zusammenriicken, indem wir 
dabei die Ladung gleichzeitig so wachsen lassen, da8 das Moment m 
konstant bleibt, so entsteht im Limes die »Doppelquelle« vom Moment m, 
deren Potential durch 


ans d I 
———_ + Ta oe 
1 8 iP 


gegeben ist. In einem Diélektrikum hat nun ein elektrisches Feld zur 
Folge, da in den einzelnen Volumelementen desselben derartige Doppel- 
quellen entstehen,; diesen Vorgang bezeichnet man als Polarisation. Ist mt 
das elektrische Moment der Doppelquellen pro Volumeinheit, so gilt dann 
fiir das Potential statt (50) die Formel 


° I 
(56) — 40 = fLar+fm qNECIS PON 
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Vom Standpunkt der Elektronentheorie konnen wir diesen Vorgang ohne 
weiteres verstehen. Stellen wir uns etwa vor, daB ein Atom aus einem 
ruhenden, positiv geladenen »Kern« besteht, um den ein Elektron von 
der entgegengesetzten Ladung in einer Kreisbahn rotiert. Im Zeitmittel 
fiir einen vollen Umlauf des Elektrons wird dann die mittlere Lage des 
Elektrons mit der des Kerns zusammenfallen und das Atom nach aufen 
als véllig neutral erscheinen. Wenn aber ein elektrisches Feld wirkt, so 
iibt dieses auf das negative Elektron eine Kraft aus, die zur Folge haben 
wird, da® seine Bahn zum Atomkern exzentrisch liegt, etwa eine Ellipse 
wird, in deren einem Brennpunkt der Kern sich befindet. Im Mittel fiir 
solche Zeiten, die gro® sind gegeniiber der Umlaufszeit des Elektrons, 
wird das Atom dann wirken wie ein ruhendes Quellpaar; oder wenn wir 
die Materie als kontinuierlich behandeln, werden wir in ihr kontinuierlich 
verbreitete Doppelquellen annehmen miissen. Schon vor einer genaueren 
atomistischen Durchfiihrung dieses Gedankens werden wir sagen konnen, 
daB wenigstens in erster Annéherung dabei das Moment pro Volumeinheit m 
der erregenden elektrischen Feldstarke © proportional sein wird: m= x6, 
wo ~ eine Materialkonstante bedeutet, die von der chemischen Beschaffenheit 
der Substanz, nimlich dem Bau ihrer Atome und Molekiile, abhangt. Da 
diy (=) — m- grad ee div m 


r 


ist, konnen wir die Gleichung (56) ersetzen durch 
» = di 

— 4 =| Cae ee 

“ y,2 


Fiir die Feldstirke € = grad p ergibt sich daraus 


div € = 9 — divm. 


Fiihren wir also die »elektrische Verschiebung« 


D>=—C€+m 
ein, so lauten die Grundgleichungen jetzt 
(57) YOR = 10), divD = 0. 


Sie entsprechen den Gleichungen (51); in der einen von ihnen tritt aber 
jetzt die Feldstarke ©, in der andern die elektrische Verschiebung D auf; 
die Ladungen sind die Quelle der elektrischen Verschiebung. Bei der 
obigen Annahme m == x€ erhalt man, wenn man die Materialkonstante 
é=1-+%, die sog. Diélektrizititskonstante einfiihrt, das Materialgesetz 


(58) D— eC. 


Durch die Beobachtung bestatigen sich diese Gesetze aufs beste. Der 
von Faraday experimentell nachgewiesene EinfluB des Zwischenmediums, 
der sich in diesen Gesetzen kundgibt, ist, wie man wei®, fiir die Aus- 
bildung der Nahewirkungstheorie von grofer Bedeutung gewesen. — Auf 


eine entsprechende Erweiterung der Formeln fiir Spannung, Energie und 
Kraft kénnen wir hier verzichten. 


§ 9. Das stationiire elektromagnetische Feld. ; a 65 


Es versteht sich aus dieser Herleitung’, da8 (57), (58) keine streng 
giiltigen Gesetze sind, sondern sich auf Mittelwerte beziehen, zu bilden 
fiir Raéume, die viele Atome enthalten, und fiir Zeiten, die gro8 sind 
gegentiber den Umlaufszeiten der Elektronen im Atom. 4/s wie exahten 
Naturgesetze sehen wir nach wie vor ( 51) an. Unser Absehen hier und 
im folgenden ist durchaus auf die exakten Naturgesetze gerichtet. Es 
bilden aber, wenn man von den Erscheinungen ausgeht, solche » phaino- 
menologischen« Gesetze wie (57), (58) den notwendigen Durchgangspunkt 
von dem, was die Beobachtungen direkt ergeben, zu der exakten Theorie. 
Im allgemeinen kénnen wir erst von ihnen aus uns “eine derartige 
Theorie erarbeiten. Diese wird sich dann als giiltig erweisen, wenn es 
gelingt, unter Zuhilfenahme bestimmter Vorstellungen iiber die atomi- 
stische Konstitution der Materie von ihr aus durch Mittelwertbildung 
wieder zu den phanomenologischen Gesetzen zu gelangen. Es miissen 
sich dabei, wenn der Atombau bekannt ist, zugleich die Werte der in 
diesen Gesetzen auftretenden Materialkonstanten ergeben (in den exakten 
Naturgesetzen kommen keine solchen Konstanten vor). Da die Giiltigkeit 
der Materialgesetze wie (58), die den Einflu8 der Materie nur in Bausch 
und Bogen beriicksichtigen, bei Vorgangen, fiir welche die feinere Struktur 
der Materie nicht gleichgiiltig ist, sicher versagt, miissen sich aus einer 
solchen atomistischen Theorie ferner die Grenzen der Giiltigkeit der 
phanomenologischen Theorie ergeben und diejenigen Gesetze, welche 
jenseits dieser Grenzen an ihre Stelle treten. Die Elektronentheorie hat 
in alle dem groBe Erfolge aufzuweisen, wenn sie auch wegen der Schwierig- 
keit, tiber den feineren Aufbau des Atoms und die Vorgange im Innern 
desselben Aufschlu8 zu erhalten, noch lange nicht zum Abschluf ge- 
kommen ist. — 

Der Magnetismus scheint nach den ersten Erfahrungen an permanenten 
Magneten nur eine Wiederholung der Elektrizitat: auch hier das Cou- 
lombsche Gesetz! Sogleich aber macht sich ein charakteristischer Unter- 
schied geltend: man kann ‘positiven und negativen Magnetismus nicht 
voneinander trennen; es gibt keine Quellen, sondern nur Doppelquellen 
des Magnetfeldes; der Magnet besteht aus unendlichkleinen Elementar- 
magneten, deren jeder schon positiven und negativen Magnetismus in sich 
tragt. De facto ist aber die Magnetismusmenge in jedem Materiestiick 
=o, und das heiBt denn doch: es gibt in Wahrheit gar keinen Magne- 
tismus. Die Aufklarung brachte die Entdeckung der magnetischen Wirkung 
des ‘elektrischen Stromes durch Orsted. Die im Liot-Savartschen® Gesetz 
niedergelegte genaue quantitative Formulierung dieser Wirkung fiihrt ebenso 
wie das Coulombsche auf zwei einfache Nahewirkungsgesetze: bedeutet 3 
die Dichte des elektrischen Stroms, § die magnetische Feldstarke, so gilt 


(59) rotH#—=8, divG=—o. 


Die zweite Gleichung sagt die Nicht-Existenz von Quellen des Magnet- 
feldes aus. Die Gleichungen (59) sind ein genaues Seitenstiick zu (51) 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl, 5 


% 
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unter Vertauschung von div und rot. Diese beiden Operationen der 
Vektoranalysis entsprechen sich in derselben Weise, wie in der Vektor- 
algebra skalare und vektorielle Multiplikation (div ist skalare, rot vektorielle 
Multiplikation mit dem symbolischen Vektor »Differentiation«). Die im 
Unendlichen verschwindende Lésung der Gleichungen (59) bei gegebener 
Stromverteilung lautet daher auch ganz entsprechend zu (49): 


[$7] 
= |—— a; 
igo) ® iiaen 
das ist eben das Biot-Savartsche Gesetz. Man kann diese Losung aus 
einem »Vektorpotential« — f ableiten nach den Formeln 
cn 
= — rotf, — ani = fear. 


SchlieBlich lautet die Formel fiir die Kraftdichte des Magnetfeldes ganz 
analog zu (52): 

(61) p = [8h]. 

Es ist kein Zweifel, daB wir durch diese Gesetze die Wahrheit iiber den 
Magnetismus erfahren. Sie sind keine Wiederholung, aber ein genaues 
Seitenstiick der elektrischen; ‘sie entsprechen ihnen wie das vektorielle 
Produkt dem skalaren. Es 1a8t sich aus ihnen mathematisch beweisen, 
daB ein kleiner Kreisstrom genau so wirkt wie ein kleiner, senkrecht 
durch den Kreisstrom hindurchgesteckter Elementarmagnet. Wir haben 


.uns infolgedessen nach Ampére vorzustellen, daB die magnetische Wirkung 


magnetisierter _Korper auf Molekularstromen beruhe; nach der Elektronen- 
theorie sind diese ohne weiteres gegeben durch die im Atom umlaufenden 
Elektronen. 

Auch die Kraft p des Magnetfeldes kann auf Spannungen zuriick- 
gefiihrt werden, und zwar ergeben sich fiir die Spannungskomponenten 
genau die gleichen Werte wie im elektrostatischen Felde: man braucht 
nur © durch § zu ersetzen. Wir werden infolgedessen fiir die Dichte 
der im Felde enthaltenen potentiellen Energie hier genau den entsprechen- 
den Ansatz $5* machen; seine volle Rechtfertigung findet er erst in der 
Theorie der zeitlich verinderlichen Felder. 

Aus (59) folgt, da® der Strom quellenfrei verteilt ist: div 8 = o. {Das 
Stromungsfeld kann daher in lauter in sich zuriicklaufende Stromréhren 
zetlegt werden; durch alle Querschnitte einer einzelnen Stromrdhre flieft 
derselbe Gesamtstrom. Aus den Gesetzen des stationiren Feldes geht in 
keiner Weise hervor und es kommt fiir sie in keiner Weise in Betracht, 
da dieser Strom elektrischer Strom im wértlichen Sinne ist, d. h. aus 
bewegter Elektrizitat besteht; dies ist aber zweifellos der Fall. Im Lichte 
dieser Tatsache besagt das Gesetz div3 =o, da® Elektrizitat |weder 
entsteht noch vergeht. Nur darum, weil der Flu8 des Stromvektors 8 
durch eine geschlossene Oberfliche Null ist, kann die Dichte der Elektrizitat 
allerorten unverandert bleiben — es handelt sich jetzt ausschlieBlich um 
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stationdre Felder! —, ohne daf Elektrizitait entsteht oder vergeht. — Das 
oben eingefiihrte Vektorpotential f geniigt ebenfalls der Gleichung div f = o. 

8 ist als elektrischer Strom ohne Zweifel ein Vektor im eigentlichen 
Sinne des Worts. Dann geht aber aus dem Biot-Savartschen Gesetz hervor, 
daB §) nicht ein Vektor, sondern ein linearer Tensor 2. Stufe ist, dessen 
Komponenten in irgend einem (Cartesischen oder auch nur affinen 
Koordinatensystem) ;z heigen mégen. Das Vektorpotential f ist ein 
wirklicher Vektor. Sind q; seine kovarianten Komponenten und s’ die 
kontravarianten der Stromdichte (der Strom ist von Hause aus wie die 
Geschwindigkeit ein kontravarianter Vektor), so enthalt die folgende Tabelle 
die endgiiltige (von der Dimensionszahl unabhingige) Form der Gesetze 
des Magnetfeldes cines stationaren elektrischen Stromes: 


Wii, WISGR Walp Ip: Iz 
62 to, bow. Hy =i — 
( * y OX; = OX, a 0x7 a a Tit xz Ox; 
und 
‘ Ws fk : 
(62, IJ) aires — Sch 


Die Spannungen bestimmen sich aus 
(62, III) Se ple 200A, 
wo |H| den Betrag des Magnetfeldes bedeutet: 
| eee, 
Der Spannungstensor ist symmetrisch, da 
ETE IEG eM ENE 

Die Komponenten der Kraftdichte sind 
(62, IV) p= Wifes. 
die Energiedichte ee 

Das sind die Gesetze, wie sie fiir das Feld im leeren Raum gelten; 
wir betrachten sie wie im elektrischen Fall als die allgemein giiltigen 
exakten Naturgesetze. Fiir eine phinomenologische Theorie mu aber 
wieder die der diélektrischen Polarisation analoge Erscheinung der Magnete- 


sterung beachtet werden; hier tritt dann wie D neben © die »Magnet- 
induktion« % neben der Feldstirke § auf, es gelten die Feldgesetze 


rots) == 3), div Bi =="o 
und das Materialgesetz 
(63) B= 0D; 


die Materialkonstante ye hei®t magnetische Permeabilitat. Wahrend aber 
das einzelne Atom durch die Wirkung der elektrischen Feldstarke erst 
polarisiert (za einer Doppelquelle) wird, und zwar in Richtung der Feld- 
stiirke, ist das Atom wegen der in ihm befindlichen rotierenden Elek- 
tronen von vornherein ein Elementarmagnet (wenigstens bei den para- und 


me 
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ferromagnetischen Kérpern). Aber alle diese Elementarmagnete heben ihre 
Wirkungen gegenseitig auf, solange sie ungeordnet sind und alle Stellungen 
der Elektronen-Kreisbahnen im Durchschnitt gleich oft vorkommen. Die 
einwirkende magnetische Kraft hat hier lediglich die Funktion, die vorhan- 
denen Doppelquellen zu vichten. Damit hangt es offenbar zusammen, dab 
der Geltungsbereich der Gleichung (63) ein viel engerer ist als der der ent- 
sprechenden Gleichung (58). Ihm sind vor allem die permanenten Magnete 
und die ferromagnetischen Kérper (Eisen, Nickel, Kobalt) nicht unterstellt. 

Zu den bisherigen tritt in der phinomenologischen Theorie als weiteres 
das Ohmsche Gesetz 

3=o0€ (o = Leitfihigkeit) ; 

es sagt aus, daB der Strom dem Potentialgefiille folgt und ihm bei ge- 
gebener Leitersubstanz proportional ist. In der atomistischen Theorie 
entspricht dem Ohmschen Gesetz das Grundgesetz der Mechanik, nach 
welchem die auf die »freien« Elektronen wirkende elektrische und ma- 
gnetische Kraft deren Bewegung bestimmt und so den elektrischen Strom 
erzeugt. Infolge der ZusammenstéBe mit den Molekiilen wird dabei 
keine dauernde Beschleunigung eintreten, sondern (wie bei einem schweren 
fallenden Koérper infolge des Luftwiderstandes) sich alsbald eine mittlere 
Grenzgeschwindigkeit herausbilden, die man wenigstens in erster Annahe- 
rung der treibenden elektrischen Kraft © proportional setzen kann; so 
wird das Ohmsche Gesetz verstindlich. 

Wird der Strom durch ein galvanisches Element oder einen Akkumulator 
erzeugt, so wird durch den sich abspielenden chemischen Proze’ zwischen 
Anfang und Ende der Drahtleitung eine konstante Potentialdifferenz auf- 
recht erhalten, die »elektromotorische Krafte«. Da die Vorginge, die sich 
in dem Stromerzeuger abspielen, offenbar nur von einer atomistischen 
Theorie verstanden werden kénnen, ist es phinomenologisch am ein- 
fachsten, ihn durch einen Querschnitt im geschlossenen Leitungskreis zur 
Darstellung zu bringen, iiber den hiniiber das Potential einen Sprung 
erleidet, welcher gleich der elektromotorischen Kraft ist. 

Dieser kurze Uberblick tiber die Maxwellsche Theorie des stationadren 
Feldes wird uns fiir das Folgende geniigen. Auf Einzelheiten und konkrete 
Anwendungen kénnen wir uns hier natiirlich nicht einlassen. 


Kapitel IL. 
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§10. Bericht iiber Nicht-Euklidische Geometrie’). 


Der Zweifel an der Euklidischen. Geometrie scheint so alt zu sein 
wie diese selbst und ist keineswegs erst, wie das von unsern Philosophen 
meist angenommen wird, eine Ausgeburt moderner mathematischer 
Hyperkritik. Dieser Zweifel hat sich von jeher an das V. Postulat des 
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ee eae 
Luklid gekniipft. Es besagt im wesentlichen, daB in einer ‘Ebene, in 
der eme Gerade g und ein nicht auf ihr gelegener Punkt P gegeben 
sind, nur eine einzige Gerade existiert, welche durch P hindurchgeht 
und g nicht schneidet; sie heift die Parallele. Wéhrend die iibrigen 
Axiome des Euklid ohne weiteres als evident zugestanden wurden, haben 
sich schon die dltesten Erklarer bemiiht, diesen Satz auf Grund der iibrigen 
Axiome zu beweisen. Heute, wo wir wissen, daB das gesteckte Ziel nicht 
erreicht werden konnte, miissen wir in diesen Betrachtungen die ersten 
Anfainge der »Nicht-Euklidischen« Geometrie erblicken, d. h. des Aufbaus 
eines geometrischen Systems, das zu seinen logischen Grundlagen die 
sdmtlichen Axiome des Euklid mit Ausnahme des Parallelenpostulats an- 
nimmt. Wir besitzen von Proklus (5. Jahrh. n. Chr.) einen Bericht iiber 
derartige Versuche. Proklus warnt darin ausdriicklich vor dem Mifbrauch, 
der mit Berufungen auf Evidenz getrieben werden kann, (man darf nicht 
miide werden, diese Warnung zu wiederholen; man darf aber auch nicht 
miide werden, zu betonen, da trotz ihres vielfachen Mif®brauchs die Evi- 
denz letzter Ankergrund aller Erkenntnis ist, auch der empirischen) und 
besteht auf der Méglichkeit, daB es »asymptotische Gerade« geben kénne. 

Dazu mag man sich folgendes Bild machen. In einer Ebene sei eine 
feste Gerade g, ein nicht auf ihr gelegener Punkt P gegeben und eine 
durch ? hindurchgehende, um P dreh- 


bare Gerade s. In ihrer Ausgangslage Pe 

m6ge sie etwa senkrecht auf g sein. Si ee ee 
Drehen wir jetzt s, so gleitet der Schnitt- ” ae 2 
punkt von s und g auf g entlang, z. B. 4 Ss 

nach rechts hiniiber, und es tritt ein ‘ eS 
bestimmter Moment ein, wo _ dieser Fig. 2. 


Schnittpunkt gerade ins Unendliche ent- 

schwunden ist: dann hat s die Lage einer »asymptotischen« Geraden. 
Drehen wir weiter, so nimmt Euklid an, da’ im selben Moment schon 
ein Schnittpunkt von links her auftritt. Proklus dagegen weist auf die 
Moglichkeit hin, da8 man vielleicht erst durch einen gewissen Winkel 
weiter drehen mu8, ehe ein Schnittpunkt auf der linken Seite zustande 
kommt. Dann hatten wir zwei »asymptotische« Gerade, eine nach 
rechts s’ und eine nach links s”. Liegt die Gerade s durch P in dem 
Winkelraum zwischen s” und s’ (bei der eben ge- 
schilderten Drehung), so schneidet sie g} liegt ae 
sie zwischen s’ und s”, so schneidet sie nicht. oe 
— ine nicht-schneidende mu mindestens 
existieren; das folgt aus den iibrigen Axiomen 
Eukhds. Ich erinnere an eine aus dem ersten 
Elementarunterricht in der Geometrie vertraute Fig..3. 

ebene Figur, bestehend aus der Geraden / und 

zwei Geraden g und g’, die / in 4 und 4’ unter gleichen Winkeln schneiden. 
g und g’ werden beide durch ihren Schnitt mit 2 in eine rechte und eine 


linke Hilfte zerlegt. Hatten nun g und g’ etwa einen auf der rechten 
Seite von # gelegenen Schnittpunkt S gemein, so wiirde sich, da (s. Fig. 3) 
BAA'B’ kongruent zu C’A’AC ist, auch auf der linken Seite ein solcher 
Schnittpunkt S* ergeben; dies ist aber unméglich, da durch zwei Punkte 
S$ und S* nur eine einzige Gerade hindurchgeht. 

Die Versuche, das Euklidische Postulat zu erweisen, setzen sich unter 
den Arabern und unter den abendlindischen Mathematikern des Mittel- 
alters fort. Wir nennen nur, sofort in die neuere Zeit hiniiberspringend, 
die Namen der letzten bedeutendsten Vorlaufer der Nicht-Euklidischen 
Geometrie: den Jesuitenpater Saccheri (Beginn des 18. Jahrh.), die Mathe- 
matiker Lambert und Legendre. Saccheri wei’, da® die Frage der Giiltig- 
keit des Parallelenpostulats der andern aquivalent ist, ob die Winkelsumme 
im Dreieck gleich oder kleiner als 180° ist. Ist sie in ezwem Dreieck 
= 180°, so ist sie es in jedem, und es gilt die Euklidische Geometrie; 
ist sie in einem Dreieck <Q 180°, so ist sie in jedem Dreieck << 180°. 
DaB sie >> 180° ausfillt, ist aus dem gleichen Grunde ausgeschlossen, 
aus dem eben gefolgert wurde, da nicht alle Gerade durch P die feste 
Gerade g schneiden kénnen. Lambert entdeckte, daB unter der Voraus- 
setztng einer Winkelsumme < 180° in der Geometrie eine ausgezeichnete 
Lange existiert; es hingt das eng mit der schon von Wallis gemachten 
Bemerkung zusammen, da’ es in der Nicht-Euklidischen Geometrie (ganz 
so wie in der Geometrie auf einer festen Kugel) keine ahnlichen Figuren 
verschiedener GréBe gibt: wenn es also so etwas gibt wie Gestalt un- 
abhiingig von GrodBe, so besteht die Euklidische Geometrie zu Recht. 
AuBerdem leitete Lambert eine Formel fiir den Dreiecksinhalt her, aus 
welcher hervorgeht, dai dieser Inhalt in der Nicht-Euklidischen Geometrie 
nicht iiber alle Grenzen wachsen kann. Es scheint, daf sich durch die 
Untersuchungen dieser Manner allmahlich in weiteren Kreisen der Glaube 
an die Unbeweisbarkeit des Parallelenpostulats Bahn gebrochen hat. Die 
Frage hat damals viele Gemiiter bewegt; d’Alembert bezeichnete es als 
einen Skandal der Geometrie, daB® sie noch immer nicht zur Entscheidung 
gebracht sei. Die Autoritat Kants, dessen philosophisches System die 
Fuklidische Geometrie als apriorische, den Gehalt der reinen Raum- 
anschauung in adadquaten Urteilen wiedergebende Erkenntnis in Anspruch 
nimmt, konnte den Zweifel nicht auf die Dauer unterdriicken. 

Auch GauB ist urspriinglich noch darauf aus gewesen, das Parallelen- 
axiom zu beweisen; doch hat er bald die Uberzeugung gewonnen, daf 
dies unmoglich sei, und hat die Prinzipien einer Nicht-Euklidischen 
Geometrie, in welcher jenes Axiom nicht erfiillt ist, bis zu einem solchen 
Punkte entwickelt, da8 von da ab der weitere Ausbau mit der nimlichen 
Leichtigkeit vollzogen werden kann wie der der Euklidischen Geometrie. 
Er hat aber tiber seine Untersuchungen nichts bekannt gegeben; er 
fiirchtete, wie er spiter einmal in einem Privatbriefe schrieb, das »Ge- 
schrei_ der Booter«; denn es gabe nur wenige, welche verstiinden, worauf 
es bei diesen Dingen eigentlich ankime, Unabhingig von Gau8 ist 
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Schweikart, ein Professor der Jurisprudenz, zu vollem Einblick in die 
Verhiltnisse der Nicht-Euklidischen Geometrie gelangt, wie aus einem 
knapp gehaltenen, an Gauf gerichteten Notitzblatt hervorgeht. Er hielt 
es wie Gauf fiir keineswegs selbstverstiindlich und ausgemacht, daB in 
unserm wirklichen Raum die Euklidische Geometrie gilt. Sein Neffe 
Taurinus, den er zur Beschdftigung mit diesen Fragen anregte, war zwar 
im Gegensatz zu ihm ein Euklid-Glaéubiger; ihm verdanken wir aber 
die Entdeckung, daf& die Formeln der sphirischen Trigonometrie auf einer 


Kugel vom imaginiren Radius V—r reell sind und durch sie auf ana- 
lytischem Wege ein geometrisches System konstruiert ist, das den Axiomen 
des Euklid auBer dem V. Postulat, diesem aber nicht geniigt. 

Vor der Offentlichkeit miissen sich in den Ruhm, Entdecker und Er- 
bauer der Nicht-Euklidischen Geometrie zu sein, teilen der Russe Weholaj 
LIwanowitsch Lobatschefskij (11793—1856), Professor der Mathematik in 
Kasan, und der Ungar /ohann Bolyai (1802—1860), Offizier der dster- 
reichischen Armee. Beide kamen mit ihren Ideen um 1826 ins Reine; 
die Hauptschrift beider, die der Offentlichkeit ihre Entdeckung mitteilte 
und eine Begriindung der neuen Geometrie im Stile Euklids darbot, 
stammt aus den Jahren 1830/31. Die Darstellung bei Bolyai ist besonders 
durchsichtig dadurch, da& er die Entwicklung so weit als méglich fihrt, 
ohne iiber die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit des V. Postulats eme Annahme 
zu machen, und erst am Schlu® aus den Sitzen dieser seiner »absoluten« 
Geometrie, je nachdem ob man sich fiir oder wider Euklid entscheidet, 
die Theoreme der Euklidischen und der Nicht-Euklidischen Geometrie 
herleitet. 

Wenn so auch das Gebiude errichtet war, so war es noch immer 
nicht definitiv sichergestellt, ob sich schlieBlich nicht doch einmal in der 
absoluten Geometrie das Parallelenaxiom als ein Folgesatz herausstellen 
wiirde; der strenge Beweis der Widerspruchslosigheit der Nicht-Euklidischen 
Geometrie stand noch aus. Er ergab sich aber aus der Weiterentwicklung 
der Nicht-Euklidischen Geometrie fast wie von selbst. Der einfachste 
Weg zu diesem Beweis wurde freilich, wie das oft geschieht, nicht zuerst 
eingeschlagen; er ist erst von Klein um 1870 aufgefunden worden und 
beruht auf der Konstruktion eines Lwkiidischen Modells fiir die Nicht- 
Euklidische Geometrie?). Beschrinken wir uns auf die Ebene! In einer 
Euklidischen Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y zeichnen 
wir den Kreis 7 vom Radius r um den Koordinatenursprung. Fiihren 
wir homogene Koordinaten ein, 


(so daB also die Lage eines Punktes durch das Verhaltnis von drei Zahlen 


%,:%,:%, charakterisiert ist), so lautet die Gleichung des Kreises 


— xi — x, +2430. 
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Die auf der linken Seite stehende quadratische Form werde mit 22 (x) 
bezeichnet, die zugehdrige symmetrische Bilinearform zweier Wertsysteme 
x;, x; mit Q(xx'). Eine Abbildung, die jedem Punkt x einen Bildpunkt 
x’ durch die linearen Formeln 


XG = Saux (| @z | = ©) 
R= 


zuordnet, hei8t bekanntlich eine Kollineation (die affinen Abbildungen 
sind spezielle Kollineationen). Sie fiihrt jede Gerade Punkt fiir Punkt 
wieder in eine Gerade tiber und laé8t das Doppelverhdltnis von 4 Punkten 
auf einer Geraden ungedndert. Wir stellen jetzt ein Lexikon auf, durch 
das die Begriffe der Euklidischen Geometrie in eine fremde Sprache, die 
» Nicht-Euklidische«, iibersetzt werden, deren Worte wir durch Anfiihrungs- 
striche kennzeichnen. Das Lexikon besteht nur aus drei Vokabeln. 

»Punkt« hei®t jeder Punkt im Innern von U. 

»Gerade« hei&t das innerhalb U verlaufende Stiick einer Geraden. 
Unter den Kollineationen, welche den Kreis U in sich iiberfiihren, gibt 
es zwei verschiedene Arten: solche, welche den 
Umlaufssinn auf U nicht andern, und solche, 
welche ihn in sein Gegenteil verkehren. Die 
Kollineationen der ersten Art mnennen wir 
»kongruente« Abbildungen und zwei aus 
»Punkten« bestehende Figuren »ongruent«, 
wenn sie durch eine solche Abbildung inein- 
ander iibergefiihrt werden kénnen. Fiir diese 
»Punkte« und »Geraden« und fiir diesen 
Begriff der »Kongruenz« gelten die simtlichen 
Axiome Euklids mit Ausnahme des Parallelen- 
postulats. In Fig. 4 ist ein ganzes Biischel 
von »Geraden« durch den »Punkt« P ge- 
zeichnet, die alle die eine »Gerade« g nicht schneiden. Die Widerspruchs- 
losigkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie ist damit erwiesen; denn es 
sind Dinge und Beziehungen aufgewiesen, fiir welche bei geeigneter 
Namengebung die simtlichen Satze jener Geometrie erfiillt sind. — Die 
Ubertragung des Kleinschen Modells. auf die raumliche Geometrie ist 
offenbar ohne weiteres méglich. 


Wir wollen in diesem Modell noch die Nicht-Euklidische Entfernung 
zweier »Punkte« 


A(x, 4, x,), “A (x a) 


bestimmen. Die Gerade 4A’ schneide den Kreis U in den beiden Punkten 
%,, B,. Die homogenen Koordinaten y; jedes dieser beiden Punkte 
haben die Form 


Yi hx; + M xh, 
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und das zugehdrige Parameterverhiltnis 4:4’ ergibt sich aus der Glei- 
chung 2 (y) = 0: 


RH Qa’) EV 28 (ex!) — Q(x) Q(z!) 
hee 2 (x) 
Das Doppelverhaltnis der vier Punkte 44’ B,B, ist daher 


Q(2xx') + VQ? (x') — Q(x) Q(x’) 
Q(x") — VQ? (x x") — Q(x) Q(x’) 
Diese von den beiden willkiirlichen »Punkten« 4, 4’ abhingige Grofe 
andert sich nicht bei einer »kongruenten« Abbildung. Sind 4 4’ A” irgend 


drei, in der hingeschriebenen Reihenfolge auf einer »Geraden« gelegene 
»Punkte«, so ist 


[44'] = 


[AA”"] = [A4’]-[4’4"]. 
Die GréBe 

ele AA |= AA = 7 
hat also die Funktionaleigenschaft 


AA +- A’ A’ = AA", 


Da sie auBerdem fiir »kongruente« Strecken 4A’ den gleichen Wert hat, 
ist sie als die Nicht-Euklidische Entfernung der beiden Punkte 4/4’ an- 
zusprechen. Indem wir unter lg den natiirlichen Logarithmus verstehen, 
erhalten wir in Einklang mit der Erkenntnis Lamberts eine absolute Fest- 
legung der Mafeinheit. Die Definition laéBt sich einfacher so schreiben: 
(x) (ON) wa ee -  (€of = Cosinus hyperbolicus.) 
V Q(x) - Q(x’) 

Diese Mafbestimmung ist unter Zugrundelegung eines beliebigen reellen 
oder imaginiren Kegelschnitts (2(x) =o vor Klein bereits von Cayley 
als »projektive MaSbestimmung« aufgestellt worden *); aber erst Klein er- 
kannte, da® sie fiir einen ‘reellen Kegelschnitt zur Nicht-Euklidischen 
Geometrie fiihrt. 

Man mu nicht wihnen, das Kleinsche Modell zeige, daB die Nicht- 
Euklidische Ebene endlich sei. Vielmehr kann ich, Nicht-Euklidisch ge- 
messen, auf einer »Geraden« dieselbe Strecke unendlich oft hintereinander 
abtragen; nur im Luklidischen Modell Eukldisch gemessen, werden die 
Abstande dieser »dquidistanten« Punkte immer kleiner und kleiner.  Fiir 
die Nicht-Euklidische Ebene ist der Grenzkreis U das unerreichbare 
Unendlichferne. 

Die Cayleysche Mafbestimmung fiir einen imagindren Kegelschnitt 
fiihrt auf die gewdhnliche spharische Geometrie, wie sie auf einer Kugel 
im Euklidischen Raum Geltung hat. Die gr6éBten Kreise treten darin 
an Stelle der geraden Linien, es muB aber jedes aus zwei sich diametral 
gegeniiberliegenden Punkten bestehende Punktepaar als einzelner »Punkt« 
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betrachtet werden, damit sich zwei »Geraden« nur in einem » Punkte« 
schneiden. Wir projizieren die Kugelpunkte durch geradlinige Strahlen 
vom Zentrum auf die in einem Kugelpunkte, dem Siidpol, gelegte Tan- 
gentenebene: in dieser Bildebene fallen alsdann je zwei diametral gegen- 
iiberliegende Punkte zusammen. Die Ebene miissen wir aber wie in der pro- 
jektiven Geometrie mit einer unendlich fernen Geraden ausstatten, die das 
Bild des Aquatorkreises ist. Wir nennen zwei Figuren in dieser Ebene 
jetzt »kongruent«, wenn ihre durch die Zentralprojektion auf der Kugel 
entstehenden Bilder im gewéhnlichen Euklidischen Sinne kongruent sind. 
Unter Anwendung dieses »Kongruenz«-Begriffs gilt dann in der Ebene 
eine Nicht-Euklidische Geometrie, in der alle Axiome Euklids erfiillt sind 
mit Ausnahme des V. Postulats. An dessen Stelle tritt aber hier die 
Tatsache, daB je zwei Gerade ohne Ausnahme sich schneiden, und in 
Ubereinstimmung damit ist die Winkelsumme > 180°. Das scheint mit 
einem oben erwihnten Euklidischen Beweis in Widerspruch zu stehen. 
Die Antinomie ldst sich dadurch, da®B in der jetzigen, »spharischen« 
Geometrie die Gerade eine geschlossene Linie ist, wahrend Euklid, ohne 
es allerdings in den Axiomen ausztusprechen, stillschweigend voraussetzt, 
daB sie eine offene Linie ist, némlich durch jeden ihrer Punkte in zwei 
Halften zerfillt. Nur unter dieser Vorraussetzung ist der in seinem Be- 
weis gezogene Schlu8 zwingend, daB der auf der »rechten« Seite gelegene 
hypothetische Schnittpunkt S von dem auf der »linken« Seite gelegenen 
S* verschieden ist. 

Wir benutzen im Raum ein Cartesisches Koordinatensystem x, x, ,, 
dessen Nullpunkt im Kugelzentrum liegt, dessen x,-Achse in die Verbindungs- 
linie Nord-Siidpol fallt und welchem als Mafeinheit der Kugelradius zu- 
grunde liegt. Sind x,, x,, x, die Koordinaten irgend eines Kugelpunktes: 


Oe) Sst +ettal=n, 


so sind a “a 
Bae, 
unserer Ebene +, = 1; x,:%,:%, ist also das Verhaltnis der homo- 
genen Koordinaten des Bildpunktes. Kongruente Abbildungen der Kugel 
sind lineare Transformationen, welche die quadratische Form Q (x) in- 
variant lassen; die »kongruenten« Abbildungen der Ebene im Sinne 
unserer »sphdrischen« Geometrie sind also durch solche lineare Trans- 
formationen der homogenen Koordinaten gegeben, welche die Gleichung 
2(x) = 0, die einen imaginaren Kegelschnitt bedeutet, in sich iiberfiihren. 
Damit ist unsere Behauptung betreffs des Zusammenhanges der spharischen 
Geometrie mit der Cayleyschen Ma8bestimmung bewiesen. Im Einklang 
damit lautet die Formel fiir die Entfernung 7 zweier Punkte A, 4’ hier 
, 
(2) COs 7 2 (xx!) : 


VQ (x) Q(x") 
Zugleich haben wir die Entdeckung des Taurinus bestatigt, daB die Nicht- 


die erste und zweite Koordinate des Bildpunktes in 
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Euklidische Geometrie identisch ist mit der sphirischen auf ‘einer Kugel 
vom Radius V —t. 

Zwischen die Bolyai-Lobatschefskysche und die sphirische Geometrie 
schiebt sich als Grenzfall die Euklidische ein. Lassen wir nimlich einen 
reellen Kegelschnitt durch einen ausgearteten in einen imaginiren iiber- 
gehen, so verwandelt sich die mit der zugehérigen Cayleyschen MaBbe- 
stimmung ausgestattete Ebene von einer Bolyai-Lobatschefskyschen durch 
eine Euklidische hindurch in eine sphirische. 
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Die fiir uns vor allem bedeutsame Weiterentwicklung der Idee der 
Nicht-Euklidischen Geometrie durch Riemann kniipft an die Grundlagen 
der Infinitesimalgeometrie, insbesondere der Flachentheorie an, wie sie von 
GauB in seinen Disquisitiones circa superficies curvas gelegt worden sind. 

Die urspriinglchste Eigenschaft des Raumes ist die, dap seine Punkte 
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit bilden. Was verstehen wir darunter? 
Wir sagen z. B., da die Ellipsen (nach Gré8e und Gestalt, d. h. wenn 
man kongruente Ellipsen als gleich, nicht-kongruente als verschieden be- 
trachtet) eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit bilden, weil die einzelne 
Ellipse innerhalb dieser Gesamtheit durch zwei Zahlangaben, den Wert 
der halben groBen und kleinen Achse, festgelegt werden kann. Die Gleich- 
gewichtszustande eines idealen Gases, deren Verschiedenheit etwa durch 
die Unabhangigen: Druck und Temperatur charakterisiert werde, bilden 
eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, ebenso die Punkte auf einer Kugel 
— oder die einfachen Téne nach Intensitét und Qualitit. Die Farben 
bilden gema® der physiologischen Theorie, nach der die Farbwahrnehmung 
bestimmt ist durch die Kombination dreier chemischer Prozesse auf der 
Retina, des Schwarz-WeifB, Rot-Griin und Gelb-Blau-Prozesses, deren jeder 
in einer bestimmten Richtung mit bestimmter Intensitét vor sich gehen 
kann, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit nach Qualitat und Intensitat, 
die Farbqualitaten jedoch nur eine zweidimensionale; es findet dies seine 
Bestatigung durch die bekannte Maxwellsche Konstruktion des Farb- 
dreiecks. Die méglichen Lagen eines starren K6rpers bilden eine sechs- 
dimensionale Mannigfaltigkeit, die mdglichen Lagen eines mechanischen 
Systems von z Freiheitsgraden allgemein eine #-dimensionale, fir eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist charakteristisch, dap man das einzelne 
zu thr gehorige Element (in unsern Beispielen: die einzelnen Punkte oder 
Zustande, Farben oder Téne) festlegen kann durch die Angabe der Zahl- 
werte von n Grifen, den » Koordinatens, die stetige Hunktionen innerhalb 
der Mannigfaltigkeit sind. Dabei ist aber nicht erforderlich, zu verlangen, 
daB die ganze Mannigfaltigkeit mit allen ihren Elementen umkehrbar- 
eindeutig und stetig in dieser Weise durch die Wertsysteme von 2 Koor- 
dinaten reprasentiert werde (z. B. ist das ausgeschlossen fiir die Kugel, 
mn == 2), sondern es kommt nur darauf an, daf, wenn P ein beliebiges 
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Element der Mannigfaltigkeit ist, jedesmal eine gewisse Umgebung der 
Stelle P umkehrbar-eindeutig und stetig auf die Wertsysteme von 7 Koor- 
dinaten abgebildet werden kann. Ist x; ein System von 2 Koordinaten, 
xf irgend ein anderes, so werden die Koordinatenwerte x; und xf. des- 
selben Elementes allgemein durch Relationen 

(3) wp Silat oh <= xn) ey 2, 7) 
miteinander verkniipft sein, die nach den x} auflésbar sind und in denen 
die f; stetige Funktionen ihrer Argumente bedeuten. Solange wir von 
der Mannigfaltigkeit nichts weiter wissen, sind wir nicht imstande, irgend 
ein Koordinatensystem vor den andern auszuzeichnen. Zur analytischen 
Behandlung beliebiger stetiger Mannigfaltigkeiten wird also eine Theorie 
der Invarianz gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen (3) notig, 
wihrend wir uns im vorigen Kapitel zur Durchfiihrung der affinen Geo- 
metrie auf die viel speziellere Theorie der Invarianz gegeniiber “nearen 
Transformationen stiitzten.’ 

Die Infinitesimalgeometrie beschaftigt sich mit dem Studium von Kurven 

und Flachen im dreidimensionalen Euklidischen Raum, der auf die Cartesi- 
schen Koordinaten x, y,  bezogen werde. Eine Xwvrve ist allgemein eine 
eindimensionale Punktmannigfaltigkeit; ihre eizelnen Punkte konnen durch 
die Werte eines Parameters « voneinander unterschieden werden. Befindet 
sich der Kurvenpunkt ~ an der Raumstelle mit den Koordinaten xyz, so 
werden x, 7, s bestimmte stetige Funktionen von wz sein: 
(4 x=alu), y =a), 
und (4) ist die »Parameterdarstellung« der Kurve. Deuten wir wu als 
Zeit, so gibt (4) das Gesetz der Bewegung eines Punktes, welcher die 
gegebene Kurve durchlauft. Durch die Kurve selbst ist aber die Parameter- 
darstellung (4) nicht eindeutig bestimmt; vielmehr kann der Parameter x 
noch einer beliebigen stetigen Transformation unterworfen werden. 

Kine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit hei®t F/éche; ihre Punkte 
kénnen durch die Werte zweier Parameter ~,, #2 unterschieden werden, 
und sie besitzt daher eine Parameterdarstellung der Art: 


a a(z), 


a 


(5) ee x (tt, Uy) y y = y(u, Wy) y 4. 3 (tt, Ws). 

Wieder kénnen die Parameter ~,, 7, noch einer beliebigen stetigen Trans- 
formation unterworfen werden, ohne daB die so dargestellte Fliche sich 
dndert. Wir wollen annehmen, daf die Funktionen in (5) nicht nur stetig, 
sondern auch stetig differentiierbar sind. Von dieser Darstellung (5) einer 
beliebigen Fliche geht Gau8 in seiner allgemeinen Theorie aus; die Para- 
meter w,, w, bezeichnet man daher als Gaufsche (oder krummlinige) 
Koordinaten auf der Fliche. — Ein Beispiel: Projizieren wir wie im 
vorigen Paragraphen die Punkte der Einheitskugel um den Nullpunkt des 
Koordinatensystems vom Zentrum auf die Tangentenebene z= 1 im Siidpol, 
nennen xyz die Koordinaten eines beliebigen Kugelpunktes und u,, , 
die x- und y-Koordinate des Projektionspunktes in dieser Ebene, so ist 
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Uu Ut, I 

(6) (it = oes 0 Ee, 8 See 
Vitti Vie Vise ee 
Das ist eine Parameterdarstellung der Kugel; sie erfaBt jedoch nicht die 
ganze Kugel, sondern nur eine gewisse Umgebung des Siidpols, nimlich 
die siidliche Halbkugel bis zum Aquator, aber mit Ausschlu8 desselben. 
Eine andere Parameterdarstellung liefern die geographischen Koordinaten 
Lange und Breite. 

In der Thermodynamik benutzen wir zur graphischen Darstellung eine 
Bildebene mit einem rechtwinkligen Koordinatenkreuz, in der wir den 
etwa durch Druck # und Temperatur 9 gegebenen Zustand eines Gases 
reprdsentieren durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten f, +. 
Das gleiche Verfahren k6nnen wir hier anwenden: dem Punkt w,~, auf 
der Flache ordnen wir in einer »Bildebene« den Bildpunkt mit den recht- 
winkligen Koordinaten w,#, zu. Die Formeln (5) stellen dann nicht nur 
die Flache, sondern gleichzeitig eine bestimmte stetige Addildung dieser 
Flache auf die w,u,-Ebene dar. Beispiele solcher ebenen Abbildungen 
krummer Flachenstiicke sind jedermann in den geographischen Karten 
gelaufig. Eine Kurve auf der Fliche ist mathematisch gegeben durch 
eine Parameterdarstellung 
(7) U, as Uy (¢), uy = Uy (Z), 
ein Flichenstiick durch ein »mathematisches Gebiet« in den Variablen w,7,, 
das mittels Ungleichungen zwischen w,, w, charakterisiert werden mui; 
graphisch gesprochen also: durch die Bildkurve, bzw. das Bildgebiet in 
der “,#,-Ebene. Bedeckt man die Bildebene nach Art des Millimeter- 
papiers mit einem Koordinatennetz, so tibertragt sich dieses vermoge der 
Abbildung auf die krumme Fliche als ein aus kleinen parallelogram- 
matischen Maschen bestehendes Netz, das von den beiden Scharen von 
»Koordinatenlinien« ~, == konst., baw. vu, = konst. gebildet wird. Wird 
dies Raster hinreichend fein genommen, so erméglicht es einem Zeichner, 
jede in der Bildebene gegebene Figur auf die krumme Flache zu tiber- 
tragen. 

Der Abstand ds zweier unendlichnaher Punkte auf der Flache: 


(a) und (uw, + du,,u, + du,) 


bestimmt sich aus 
ds* = dx? + dy*® + dz’, 
wenn man darin 
Ox 


ox 
(8) if eee Sa re 


und entsprechende Ausdriicke fiir dy, dz einsetzt. Es ergibt sich ftir 
ds* eine quadratische Differentialform 


(9) as? = PAE du au (St: = B72), 


as 
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deren Koeffizienten 
ee Wes dy oy 02 02 
02; dup Ou; OE Ou; 0UzE 


Bip == 


im allgemeinen keine Konstante, sondern Funktionen von 1,, %, sind. 
Fiir die Parameterdarstellung (6) der Kugel findet man z. B. 
(1 + u? + w3) (duz + du) — (uw, du, +, die 

(i eee 
Gau8 erkannte, da& diese metrische Fundamentalform bestimmend ist fur 
die Geometrie auf der Fliche. Kurvenlingen, Winkel und die Gréfe 
gegebener Gebiete auf der Fliche hangen allein von ihr ab, die Geo- 
metrie auf zwei Flachen ist also dieselbe, wenn fiir sie bei geeigneter 
Parameterdarstellung die Koeffizienten giz der metrischen Fundamental- 
form iibereinstimmen. Beweis: Die Lange einer beliebigen durch (7) 
gegebenen Kurve auf der Flaiche wird geliefert durch das Integral 


au; Auz 
(ee=fAy See i at. 


Fassen wir einen bestimmten Punkt P° = (uw, wu) auf der Flache ins 
Auge und benutzen fiir dessen unmittelbare Umgebung die relativen 
Koordinaten 


(ro) Bo” == 


uz — Us == Au;; 4 — Hf e= OX, I — faye 


so gilt um so genauer, je kleiner du,, du,, die Gleichung (8), in der die 
Werte der Ableitungen an der Stelle P° zu nehmen sind; wir sagen, sie 
gilt fiir »unendlichkleine« Werte du, und du,. Fiigen wir die analogen 
Gleichungen fiir dy, dz hinzu, so driicken sie aus, daB die uhmittelbare 
Umgebung von P®° eine Ebene ist und du,, du, affine Koordinaten in 
ihr*). Demnach kénnen wir in der unmittelbaren Umgebung von P° 
die Formeln der affinen Geometrie anwenden. Wir finden fiir den Winkel @ 
zweier Linienelemente oder infinitesimaler Verschiebungen mit den Kompo- 
nenten du,, du,, bzw. Ou,, du,, wenn wir die zu (9) gehérige sym- 
metrische Bilinearform 


> sieduzd uz mit Q(dd) 
tk 


) Dabei machen wir die Voraussetzung, daf} die zweireihigen Determinanten, 
welche aus dem agrees dieser Gleichungen gebildet werden kénnen 
> 


| de dy ds 
te o Ozer 
ee ee elie 


0 WD fe ue ny) ue 


nicht alle drei verschwinden; diese Bedingung ist fiir die reguléren Punkte der Fliche, 
in denen eine Tangentenebene existiert, erfiillt. Die drei Determinanten sind dann 
ae aw dann identisch 0, wenn die Flache in eine Kurve ausartet, nadmlich die 
Funktionen x, y, z von 2; und wo in Wahrheit nur von einem Parameter, einer Funktion 
von w# und #2, abhiingen. 
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bezeichnen: 
pe ee 
V Q(dd) Q(00) 
und fiir den Flicheninhalt des unendlichkleinen Parallelogramms, das von 
diesen beiden Verschiebungen aufgespannt wird, 


3) 


S| Ps 
: Ve OP, MWe |” 


wenn g die Determinante der gz bedeutet. Der Inhalt eines krummen 
Flachenstiicks ist demnach gegeben durch das iiber das Bildgebiet zu 


erstreckende Integral 
LS Vg du, i 


Damit ist die GauSsche Behauptung erwiesen. Die Werte der erhaltenen 
Ausdriicke sind natiirlich unabhingig yon der Wahl der Parameter- 
darstellung; diese ihre Invarianz gegeniiber beliebigen Transformationen 
der Parameter kann analytisch ohne weiteres bestitigt werden. Alle geo- 
metrischen Verhdltnisse auf der Flache kénnen wir im »Bilde« verfolgen; 
die Geometrie in der Bildebene fallt mit der Geometrie auf der krummen 
Flache zusammen, wenn wir nur iibereinkommen, unter dem Abstand ds 
zweier unendlich naher Punkte nicht den durch die Pythagoreische Formel 


ds* = du? + du; 


gelieferten Wert zu verstehen, sondern (9). 

Die Geometrie auf der Flache handelt von den inneren Mafverhilt- 
nissen der Flache, die ihr unabhangig davon zukommen, in welcher Weise 
sie in den Raum eingebettet ist; es sind diejenigen Beziehungen, welche 
durch Messen auf der Flache selbst festgestellt werden konnen. Gau8 
ging bei seinen flachentheoretischen Untersuchungen von der praktischen 
geodatischen Arbeit der Hannoverschen Landesvermessung aus. Daf die 
Erde keine Ebene ist, kann durch die Vermessung eines hinreichend groBen 
Stiicks der Erdoberflache selbst ermittelt werden; wenn auch das einzelne 
Dreieck des Triangulationsnetzes so klein genommen wird, da an ihm 
die Abweichung von der Ebene nicht in Betracht fallt, so konnten sich 
doch die einzelnen Dreiecke nicht in der Weise in der Ebene zu einem 
Netz zusammenschlieBen, wie sie es auf der Erdoberflache tun. Um das 
noch etwas deutlicher darzutun, zeichne man auf einer Kugel vom Radius 1 
(der Erdkugel) einen Kreis £ mit dem auf der Kugel gelegenen Mittel- 
punkt P; ferner die Radien dieses Kreises, d. h. die von P ausstrahlenden 
und an der Kreisperipherie endenden Bogen gréBter Kreise auf der Kugel 


2 


(sie selen <=). Durch Messen auf der Kugel kann ich nun fest- 


stellen: diese nach allen Richtungen ausgehenden Radien sind die Linien 
kleinster Lange, welche vom Punkte P zu der Kurve f fiihren; sie haben 
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alle die gleiche Lange 7; die Lange der geschlossenen re aise as. 
Lage nun eine Ebene vor, ‘so folgte daraus, daB die »Radien« gerade 
Linien sind, die Kurve f also ein Kreis, aa es miiBte s == 277 sein. 
Statt dessen aber findet sich, dab s efubsiacs ist, als es dieser Formel ent- 
spricht, nimlich = 27 sin y. Damit ist dareh Messung auf der Kugel 
festgestellt, daB sie keine Ebene ist. Nehme ich hingegen ein Papier- 
blatt, auf das ich irgendwelche Figuren zeichne, und rolle es zusammen, 
so werde ich durch Ausmessen der Figuren auf dem zusammengerollten 
Blatt die gleichen Werte finden wie vorher, wenn das Zusammenrollen 
mit keinen Verzerrungen verbunden war: auf ihm gilt genau die gleiche 
Geometrie wie in der Ebene; durch seine geodatische Vermessung bin 
ich au®erstande, festzustellen, daB es gekriimmt ist. So gilt allgemein 
auf zwei Flichen, die durch Verbiegung ohne Verzerrung auseinander 
hervorgehen, die gleiche Geometrie, 

DaB auf der Kugel nicht die Geometrie der Ebene gilt, besagt, ana- 
lytisch ausgedriickt: es ist unmoglich, die quadratische Differentialform (10) 
durch irgendeine Transformation 


Ub a) | Le ea a 
UN) NN ee eee 


auf die Gestalt 
(du*)? + (dut)? 


zu bringen. Zwar wissen wir, daB es an jeder Stelle méglich ist, durch 
eine lineare Transformation der Differentiale 


(11) duj == o;,du, + a,du, (Gt ne) 


dies zu erzielen; aber es ist ausgeschlossen, die Transformation der 
Differentiale dabei an jeder Stelle so zu wahlen, daB die Ausdriicke (11) 
fiir du*, dus totale Differentiale werden. 

Krummlinige Koordinaten werden [nicht nur in der Flachentheorie, 
sondern auch zur Behandlung raéwmlicher Probleme verwendet, namentlich 
in der mathematischen Physik, wo man haufig in die Notwendigkeit ver- 
setzt ist, sich mit dem Koordinatensystem vorgegebenen Korpern an- 
ZUpassen ; ich erinnere an die Zylinder-, Kugel- und elliptischen Ko- 
ordinaten. Das Quadrat des Abstandes ds? zweier unendlich benachbarter 
Punkte im Raum wird bei Benutzung beliebiger Koordinaten x,x,x, stets 
durch eine quadratische Differentialform ‘ 


3 
(c2) DD Sedxidxp 


i aaa 
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ausgedriickt. Glauben wir an die Euklidische Geometrie, so sind wir 
tiberzeugt, da8 jene Form sich durch Transformation in eine .golehe Gestalt 
iiberfiihren 148t, daB ihre Koeffizienten Konstante werden. 
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Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die Riemannschen 
Ideen, die von ihm in seinem Habilitationsvortrag »Uber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zugrunde liegen«*) in vollendeter Form entwickelt 
wurden, voll zu erfassen. Aus Kap. I ist zu ersehen, daB in einem vier- 
dimensionalen Euklidischen Raum auf einem dreidimensionalen nearen 
Punktgebilde die Euklidische Geometrie gilt; aber krumme dreidimensio- 
nale Raume, die im vierdimensionalen Raum ebensogut existieren wie 
krumme Fldichen im dreidimensionalen, sind von anderer Art. Ist es 
nicht méglich, da® unser dreidimensionaler Anschauungsraum ein solcher 
gekriimmter Raum ist? Freilich: er ist nicht eingebettet in einen vier- 
dimensionalen; aber es kénnte sein, daf seine inneren Mafverhiltnisse 
solche sind, wie sie in einem »ebenen< Raum nicht stattfinden kénnen; 
es kénnte sein, da8 eine sorgfiltige geoditische Vermessung unseres 
Raumes in der gleichen Weise wie die geoditische Vermessung der Erd- 
oberflache ergabe, da er nicht eben ist. — Wir bleiben dabei, daB er 
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist; wir bleiben dabei, daB sich 
unendlichkleine Linienelemente unabhingig von ihrem Ort und _ ihrer 
Richtung messend miteinander vergleichen lassen und da8 das Quadrat 
ihrer Lange, des Abstandes zweier unendlich benachbarter Punkte bei Be- 
nutzung beliebiger Koordinaten x; durch eine quadratische Differential- 
form (12) gegeben wird. (Diese Voraussetzung hat in der Tat allgemein 
ihren guten Sinn; denn da jede Transformation von einem auf ein anderes 
Koordinatensystem dmeare Transformationsformeln fiir die Koordinaten- 
differentiale nach sich zieht, geht dabei eine quadratische Differentialform 
immer wieder in eine quadratische Differentialform iiber.) Was wir aber 
nicht mehr voraussetzen, ist, da sich diese Koordinaten insbesondere 
als affine Koordinaten so wiahlen lassen, da die Koeffizienten g;z; der 
Fundamentalform konstant werden. 

Der Ubergang von der Euklidischen zur Riemannschen Geometrie 
beruht im Grunde auf dem gleichen Gedanken wie die Nahewirkungs- 
Physik. Durch die Beobachtung stellen wir z. B. fest (Ohmsches Gesetz), 
daB der in einem Leitungsdraht flieBende Strom proportional ist zu der 
Potentialdifferenz am Anfang und Ende der Leitung. Aber wir sind itiber- 
zeugt, da wir nicht in diesem auf einen langen Draht sich beziehenden 
Messungsergebnis das allgemein giiltige exakte Naturgesetz vor uns haben, 
sondern dieses aus jenem sich herleitet, indem wir das Ohmsche Gesetz, 
so wie es aus den Messungen abgelesen wird, auf ein wnendlichkleines 
Drahtstiick anwenden. Dann kommen wir zu jener Formulierung (Kap. I, 
S. 68), die der Maxwellschen Theorie zugrunde gelegt wird. Aus dem 
Differentialgesetz folgt riickwarts auf mathematischem Wege unter Voraus- 
setsung iiberall homogener Verhdltnisse das Integralgesetz, das wir direkt 
durch die Beobachtung feststellen. Genau so hier: Die Grundtatsache 
der Euklidischen Geometrie ist, da® das Quadrat der Entfernung zweier 
Punkte eine quadratische Form der relativen Koordinaten der beiden 
Punkte ist (Pythagoreischer Lehrsatz). Sehen wir aber dieses Gesetz nur 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4, Aufl. 6 
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dann als streng giiltig an, wenn jene beiden Punkte unendlich benachbart 
sind, so kommen wir sur Riemannschen Geometrie: zugleich sind wir damit 
einer genaueren Festlegung des Koordinatenbegrifis iiberhoben, da das so 
gefaBte Pythagoreische Gesetz invariant ist gegentiber beliebigen Trans- 
formationen. Es entspricht der Ubergang von der Euklidischen » Fern«- 
zur Riemannschen »Nahe«-Geometrie demjenigen von der Fernwirkungs- 
zur Nahewirkungs-Physik; die Riemannsche Geometrie ist die dem Geiste 
der Kontinuitat gemif formulierte Euklidische, sie nimmt aber durch 
diese Formulierung sogleich einen viel allgemeineren Charakter an. Die 
Euklidische Fern-Geometrie ist geschaffen fiir die Untersuchung der geraden 
Linie und der Ebene, an diesen Problemen hat sie sich orientiert; sobald 
man aber zur Infinitesimalgeometrie iibergeht, ist es das Natiirlichste und 
Verniinftigste, den infinitesimalen Ansatz Riemanns zugrunde zu legen: 
es wird dadurch keine Komplikation bedingt, und man ist vor unsach- 
gemifen, fern-geometrischen Uberlegungen geschiitzt. Auch im Riemann- 
schen Raum ist eine Fliche als zweidimensionale Mannigfaltigkeit durch 
eine Parameterdarstellung x; == x;(v,u,) gegeben; setzen wir die daraus 
sich ergebendén Differentiale 
OR: 


Ne nT a 
Ow, 
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die metrische Fundamentalform (12) des Riemannschen Raumes ein, 
so bekommen wir fiir das Quadrat des Abstandes zweier unendlich be- 
nachbarter Flachenpunkte eine quadratische Differentialform von du,, du, 
(wie im Euklidischen Raum): die Metrik des dreidimensionalen Riemann- 
schen Raums iibertragt sich unmittelbar auf jede in ihm gelegene Flaiche 
und macht sie damit zu einem zweidimensionalen Riemannschen Raum. 
Wahrend also bei Euklid der Raum von vornherein von viel speziellerer 
Natur angenommen ist als die in ihm méglichen Flachen, nadmlich als 
eben, hat bei Riemann der Raumbegriff gerade denjenigen Grad der 
Allgemeinheit, der nétig ist, um diese Diskrepanz vollig zum Verschwin- 
den zu bringen. — Das Prinzip, die Welt aus ihrem Verhalten im Un- 
endlichkleinen zu verstehen, ist das treibende erkenntnistheoretische Motiv 
der Nahewirkungsphysik wie der Riemannschen Geometrie, ist aber auch 
das treibende Motiv in dem iibrigen, vor allem auf die komplexe Funk- 
tionentheorie gerichteten grandiosen Lebenswerk Riemanns. Heute er- 
scheint uns die Frage nach der Giiltigkeit des »V. Postulats«, von dem 
die historische Entwicklung, an die Euklidischen » Elemente « ankniipfend, 
ausgegangen ist, nur als ein bis zu einem gewissen Grade zufalliger An- 
satzpunkt. Die wahre Erkenntnis, zu der man sich erheben muBte, um 
iiber den Euklidischen Standpunkt hinauszugelangen, glauben wir, ist uns 
von Riemann aufgedeckt worden. 

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, daB die Bolyai-Lobatschefsky- 
sche Geometrie so gut wie die Euklidische und die sphirische (auf die 
als eine Nicht-Euklidische Méglichkeit iibrigens erst Riemann hingewiesen 
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hat) als spezielle Falle in der Riemannschen enthalten sind. In der Tat, 
benutzen wir als Koordinaten eines Punktes der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Ebene die rechtwinkligen Koordinaten w,~, jenes Bildpunktes, der ihm 
in dem Kleinschen Modell entspricht, so ergibt sich fiir den Abstand ds 
zweier unendlich benachbarter Punkte aus (1): 


(1 — uy — 02) (dul + duz) + (u,du, + u,du,)’ 


(1 — ui — u3)? 


(13) 9 ds?= 


Der Vergleich mit (10) bestitigt wiederum den Satz von Taurinus. Die 
metrische Fundamentalform des dreidimensionalen Nicht-Euklidischen 
Raumes lautet genau entsprechend. 

Wenn wir im Euklidischen Raum eine krumme Fliche herstellen 
konnen, fiir die bei Benutzung geeigneter GauBscher Koordinaten wy, w, 
die Formel (13) giiltig ist, so besteht auf ihr die Bolyai-Lobatschefsky- 
sche Geometrie. Solche Flichen kann man sich in der Tat 
verschaffen; die einfachste ist die Umdrehungsfliche der 
Traktrix. Die Traktrix ist eine ebene Kurve von der neben- 
stehenden Gestalt, mit einer Spitze und einer Asymptote; sie 
ist geometrisch dadurch charakterisiert, da die Tangente 
vom Beriihrungspunkt bis zum Schnitt mit der Asymptote 
eine konstante Linge besitzt. Man lasse sie um ihre Asym- 
ptote rotieren: auf der entstehenden Drehfliche gilt die Nicht- 
Euklidische Geometrie. Dieses durch seine Anschaulichkeit 
ausgezeichnete Euklidische Modell derselben ist zuerst von Fig. 5. 
Beltrami angegeben °). Es leidet freilich an gewissen Ubel- 
stinden; es ist erstens (in dieser anschaulichen Form) auf die zweidimen- 
sionale Geometrie beschrinkt, und zweitens realisiert jede der beiden 
Halften der Umdrehungsfliche, in welche sie durch ihre scharfe Kante 
zerfallt, nur einen Teil der Nicht-Euklidischen Ebene. Von Hilbert wurde 
streng bewiesen, da8B eine singularititenfreie Flache im Euklidischen 
Raum, welche die ganze Lobatschefskysche Ebene realisiert, nicht vor- 
handen sein kann°). Beide Ubelstinde besitzt das elementargeometrische 
Kleinsche Modell nicht. 

Bislang sind wir rein spekulativ vorgegangen und ganz in der Domine 
des Mathematikers geblieben. Ein anderes ist aber die Widerspruchs- 
losigkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie, ein anderes ade -rage, ob sie 
oder die Euklidische im wirklichen Raume Giiltigheit besitst. Schon GauB8 hat 
zur Priifung dieser Frage das Dreieck Inselsberg, Brocken, Hoher Hagen 
(bei Gottingen) mit groBer Sorgfalt gemessen, aber die Abweichung der 
Winkelsumme von 180° innerhalb der Fehlergrenzen gefunden. Loba- 
tschefsky schloB aus dem geringen Betrag der Fixsternparallaxen, dab 
die Abweichung des wirklichen Raumes vom Euklidischen auf8erordentlich 
gering sein miisse. Auf philosophischer Seite ist der Standpunkt ver- 
treten worden, daf durch empirische Beobachtungen die Giiltigkeit oder 
Ungiiltigkeit der Euklidischen Geometrie nicht erwiesen werden konne. 

6* 
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Und in der Tat mu8 zugestanden werden, da8 bei allen solchen Beob- 
achtungen wesentlich physikalische Voraussetzungen, wie etwa die, da 
die Lichtstrahlen gerade Linien sind, und dgl., eine Rolle spielen. Wir 
finden damit aber lediglich eine schon oben gemachte Bemerkung be- 
statigt, da8 nur das Ganze yon Geometrie und Physik einer empirischen 
Nachpriifung fahig ist. Entscheidende Experimente sind also erst dann 
moglich, wenn nicht nur die Geometrie, sondern auch die Physik im 
Euklidischen uzd im allgemeinen Riemannschen Raum entwickelt ist. 
Wir werden bald sehen, da es auf sehr einfache und vollig willkiirlose 
Weise gelingt, beispielsweise die Gesetze des elektromagnetischen Feldes, 
die zunichst nur unter der Voraussetzung der Euklidischen Geometrie 
aufgestellt sind, auf den Riemannschen Raum zu iibertragen. Ist dies 
aber geschehen, so kann sehr wohl die Erfahrung dariiber entscheiden, 
ob der spezielle Euklidische Standpunkt aufrecht zu erhalten ist oder ob 
wir zu dem allgemeineren Riemannschen iibergehen miissen. Wir sehen 
aber, daB fiir uns an dem Punkte, an dem wir jetzt stehen, diese Frage 
noch nicht spruchreif ist. 

Zum SchluB stellen wir noch einmal die Grundlagen der Riemann- 
schen Geometrie in geschlossener Formulierung und unter Abstreifung 
der speziellen Dimensionszahl z = 3 vor Augen. 

Lin n-dimensionaler Riemannscher Raum ist eine n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit, aber nicht eine beliebige, sondern eine solche, der durch eine positiv- 
definite quadratische Differentialform eine Mafbestimmung aufgepragt ist. 
Die beiden Hauptgesetze, nach denen jene Form die Ma8gréBen festlegt, 
sind die folgenden (die x; bedeuten irgendwelche Koordinaten): 

1. Ist g die Determinante der Koeffizienten der Fundamentalform, 
so ist die GroBe irgend eines Raumstiicks gegeben durch das Integral 


(14) SVgdx,dx, ee 
das zu erstrecken ist iiber dasjenige mathematische Gebiet der Variablen Xe, 
welches dem Raumstiick entspricht. 

2. Bedeutet Q’d)) die der quadratischen Fundamentalform entspre- 
chende symmetrische Bilinearform zweier an derselben Stelle befindlichen 
Linienelemente d@ und 0, so ist der von ihnen gebildete Winkel 0 zu 
berechnen aus 


) 
(re) COstGn=——= clad) Ae : 
V Q.dd)- Q(00) 
Eine in dem z-dimensionalen Raum liegende m-dimensionale Mannig- 
faltigkeit (1 mn) ist gegeben durch eine Parameterdarstellung : 


pa. oon thse) ("Es are 0 eZ) 


Aus der metrischen Fundamentalform des Raumes entsteht durch Ein- 
setzen der Differentiale 


Ox; Ox; 0x; 
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die metrische Fundamentalform dieser m-dimensionalen Mannigfaltigkeit; 
sie ist damit selber ein Riemannscher m-dimensionaler Raum, und die 
Berechnung der Grofe eines beliebigen Stiicks von ihr geschieht nach 
der auf sie iibertragenen Formel (14. So kann die Linge von Linien- 
stiicken, der Inhalt von Flachenstiicken usw. ermittelt werden. 
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Wir kehren noch einmal zur Flichentheorie im Eukldischen Raum 
zuriick. Die Krimmung einer ebenen Kurve kann als Maf dafiir, wie 
stark die Kurvennormalen divergieren, in folgender Weise definiert wer- 
den. Wir tragen den zur Kurve 
in einem beliebigen Punkte P A 
senkrecht stehenden Vektor »Nor- 
male« von der Lange 1 von einem oe 46 
festen Punkt O aus ab: O*, und . AS — 
erhalten dadurch einen Bildpunkt > 
p zu P auf dem Einheitskreis um O. 

Durchliuft P ein kleines Bogen- 

stiick 4s der Kurve, so wird der Fig. 6. 

Bildpunkt # einen Bogen 7/0 jenes 

Kreises durchlaufen; 0 ist der ebene Winkel, welchen die in den samt- 
lichen Punkten des Kurvenbogens errichteten Normalen miteinander bilden. 


: ; 46 ‘ ; 
Der Limes des Quotienten ve fiir ein Bogenstiick 7s, das auf einen Punkt P 


zusammenschrumpft, ist die Kriimmung in P. Ganz analog definiert GauB 
die Kriimmung einer Flache als Ma8 der Divergenz ihrer Normalen. An- 
stelle des Einheitskreises um O tritt die Einheitskugel; einem kleinen 
Flichenstiick do entspricht durch das gleiche Abbildungsprinzip ein Stiick 
dieser Kugel dw; dw ist gleich dem riumlichen Winkel, welchen die in 
den Punkten von do errichteten Normalen miteinander bilden. Das Ver- 


haltnis in der Grenze fiir unendlichkleines do ist die Gaufsche 


Kriimmung. Gaup machte die wichtige Entdeckung, dap diese Kriimmung 
durch die inneren Mafverhaltnisse der Flache allein bestimmt ist und aus 
den Koe/fizienten der metrischen Fundamentalform als ein Differentialausdruck 
2. Ordnung berechnet werden kann. Die Kriimmung: bleibt demnach 
ungedndert, wenn man die Flache verbiegt, ohne sie zu verzerren. Damit 
war auf geometrischem Wege eine Differentialinvariante der quadratischen 
Differentialformen von zwei Variablen entdeckt, eine Gré8e namlich, die 
aus den Koeffizienten der Differentialform in solcher Weise gebildet ist, 
daB sie fiir zwei Differentialformen, die durch Transformation auseinander 
hervorgehen (und fiir Argumentpaare, die sich durch die Transformation 
entsprechen) gleiche Werte besitzt. 

Riemann gelang es, den Begriff der Kriimmung auf quadratische 
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Differentialformen yon drei und mehr Variablen zu iibertragen; es stellte 
sich heraus, da8 sie dann kein Skalar mehr ist, sondern ein Tensor (mit 
dem wir uns in § 15 dieses Kapitels beschaftigen werden). Genauer 
verhilt es sich so, daB ein Riemannscher Raum an jeder Stelle in jeder 
Flachenrichtung eine bestimmte Kriimmung besitzt. Der Euklidische 
Raum ist dadurch charakterisiert, daB er iiberall und in jeder Richtung 
die Kriimmung o besitzt. Fiir die Bolyai-Lobatschefskysche wie fiir die 
sphirische Geometrie aber besitzt die Kriimmung einen von Ort und 
Flichenrichtung unabhingigen konstanten Wert a; und zwar einen posi- 
tiven im Falle der sphirischen, einen negativen im Falle der Bolyai- 
Lobatschefskyschen Geometrie (sie kann also, wenn die Einheit des 
LangenmaBes geeignet gewihlt wird, = - 1 angenommen werden). Hat 
der -dimensionale Raum die konstante Kriimmung @, so hat seine 
metrische Fundamentalform bei Einfiihrung geeigneter Koordinaten 2; 
notwendig die Gestalt 


ie Fie a> 71) ea —a (2'xan) 
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sie ist also vollstindig eindeutig bestimmt. Ist der Raum iiberall in 
allen Richtungen homogen, so mu seine Kriimmung eine Konstante sein 
und seine metrische Fundamentalform demnach die angegebene Gestalt 
besitzen: ein solcher Raum ist notwendig Euklidisch, spharisch oder 
Lobatschefskysch. Unter diesen Umstinden haben nicht nur die Linien- 
elemente eine von Ort und Richtung unabhingige Existenz, sondern eine 
beliebige, endlich ausgedehnte Figur kann kongruent ohne Anderung ihrer 
MaBverhaltnisse an einen beliebigen Ort verpflanzt und in eine beliebige 
Richtung gestellt werden, Damit kehren wir zu dem Begriff der kon- 
gruenten Abbildung zuriick, von dem unsere Betrachtungen iiber den 
Raum in § r ihren Ausgang nahmen. Innerhalb der drei mdglichen 
Falle ist der Euklidische dadurch charakterisiert, daB sich aus der Gruppe 
der kongruenten Abbildungen die Gruppe der Translationen mit den be- 
sonderen , in § 1 auseinandergesetzten Eigenschaften heraushebt. Die 
hier zusammengestellten Tatsachen sind in Riemanns Vortrag kurz er- 
wahnt, von Christoffel, Lipschitz, Helmholtz und Sophus Lie eingehender 
begriindet worden ’). 

Der Raum ist Form der Erscheinungen und, sofern er das ist, notwendig 
homogen. Damit scheint es, als ob aus der ganzen Fiille der méglichen 
Geometrien, welche der Riemannsche Begriff umfa8t, von vornherein nur 
die erwahnten drei speziellen Fille in Betracht kimen und alle iibrigen 
als bedeutungslos unbesehen fallen gelassen werden miiften: parturiunt 
montes, nascetur ridiculus mus! Riemann dachte dariiber anders, die 
SchluBworte seines Vortrags geben dariiber Auskunft. Sie konnten von 
semen Zeitgenossen in ihrer Tragweite nicht verstanden werden und sind 


? 
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damals so gut wie ungehért verhallt (nur aus den Schriften von W. K. Clifford 
klingt uns ein einsames Echo entgegen). Erst heute, nachdem uns Einstein 
durch seine Gravitationstheorie die Augen geéffnet hat, sehen wir, was 
eigentlich dahinter steckt. Zu ihrem Verstdndnis bemerke ich vorweg, 
daB Riemann dort den ontinuierlichen Mannigfaltigkeiten die diskreten, 
aus einzelnen isolierten Elementen bestehenden gegeniiberstellt. Das Ma 
eines jeden Teiles einer solchen Mannigfaltigkeit ist durch die Anzahl der 
zu ihm gehdrigen Elemente gegeben. So tragt eine diskrete Mannigfaltig- 
keit zufolge des Anzahlbegriffs das Prinzip ihrer MaBbestimmung, wie 
Riemann sagt, a priori in sich. Nun zu Riemanns eigenen Worten: 

»Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der Geometrie 
im Unendlichkleinen hangt zusammen mit der Frage nach dem innern 
Grunde der Mafiverhaltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl 
noch zur Lehre vom Raum gerechnet werden darf, kommt die obige 
Bemerkung zur Anwendung, daf bei einer diskreten Mannigfaltigkeit 
das Prinzip der Mafverhaltnisse schon in dem Begriffe dieser Mannig- 
faltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders woher hinzu- 
kommen mu. Es muB also entweder das dem Raume zugrunde liegende 
Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund der 
Mafverhaltnisse auBerhalb, zz darauf wirkenden bindenden Kréften, gesacht 
werden. ; 

»Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem 
man von der bisherigen durch die Erfahrung bewdhrten Auffassung der 
Erscheinungen, wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese, durch 
Tatsachen, die sich aus ihr nicht erkliren lassen, getrieben, allmihlich 
umarbeitet; solche Untersuchungen, welche wie die hier gefiihrte von 
allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, daB diese 
Arbeit nicht durch die Beschranktheit der Begriffe gehindert und der 
Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch iiber- 
lieferte Vorurteile gehemmt wird. 

»Es fiihrt dies hiniiber in das Gebiet einer anderen Wissenschaft, in 
das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlassung 
nicht zu betreten erlaubt. « 

Sehen wir von der ersten Moglichkeit ab, es kénnte »das dem Raume 
zagrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden« — 
obschon wir es durchaus nicht abschw6ren wollen, heute im Angesicht 
der Quantentheorie weniger denn je, da darin vielleicht einmal die 
endgiiltige Losung des Raumproblems gefunden werden kann —, so 
leugnet Riemann also, was bis dahin immer die Meinung gewesen war, 
daB die Metrik des Raumes von yornherein unabhingig von den physi- 
kalischen Vorgingen, deren Schauplatz er abgibt, festgelegt sei und das 
Reale in diesen metrischen Raum wie in eine fertige Mietskaserne ein- 
ziehe; er behauptet vielmehr, dap der Raum an sich nichts weiter als eine 
vollig formlose dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist und erst der den Raum 
erfillende materiale Gehalt thn gestaltet und seine Maftverhdltnisse be- 


00) eee ee 
stimmt. Es bleibt die Aufgabe, zu ermitteln, nach welchen Gesetzen 
dies geschieht; jedenfalls aber wird sich die metrische Fundamentalform 
im Laufe der Zeit dndern, wie sich das Materiale in der Welt dndert. 
Die Moglichkeit der Ortsversetzung eines K6rpers ohne Anderung seiner 
MaBverhaltnisse ist zuriickgewonnen, wenn der Kérper das von ihm 
erzeugte »metrische Feld« (welches durch die metrische Fundamentalform 
dargestellt wird) bei der Bewegung mitnimmt; genau so wie eine Masse, 
die unter dem Einflu® eines von ihr selbst erzeugten Kraftfeldes eine 
Gleichgewichtsgestalt angenommen hat, sich deformieren miBte, wenn 
man das Kraftfeld festhalten und die Masse an eine andere Stelle des- 
selben schieben kénnte, in Wahrheit aber bei (hinreichend langsamer) 
Bewegung ihre Gestalt behalt, da sie das von ihr selbst erzeugte Kraft- 
feld mitnimmt. Wir wollen den kiihnen Gedanken Riemanns von dem 
durch die Materie erzeugten metrischen Felde etwas genauer erlautern und 
zeigen, daB, wenn diese Ansicht zutrifft, irgend zwei Raumstiicke, die durch 
stetige Deformation ineinander iibergefiihrt werden kénnen, als kongruent 
bezeichnet werden miissen in dem von uns zugrunde gelegten Sinne, daB 
derselbe materiale Gehalt so gut das eine Raumstiick wie das andere 
erfiillen kann. 

Zur Vereinfachung unserer prinzipiellen Auseinandersetzung nehmen 
wir an, daB das Materiale allein durch skalare Zustandsgr6Ben wie Massen- 
dichte, Ladungsdichte usw. beschrieben werden kann. Wir fassen einen 
bestimmten Moment ins Auge; in ihm wird die Ladungsdichte o@ z. B. 
bei Zugrundelegung eines bestimmten réumlichen Koordinatensystems eine 
bestimmte Funktion / (x, x,x,) der Koordinaten x; sein, bei Benutzung 
eines andern Koordinatensystems x} aber durch eine andere Funktion 
J (xt x$x3) dargestellt werden. — Eine Zwischenbemerkung. Es ent- 
springt bei Anfangern daraus oft Verwirrung, daB sie nicht beachten: in - 
der mathematischen Literatur werden die Buchstaben durchweg zur Be- 
zeichnung der /unktionen benutzt, in der physikalischen und auch mathe- 
matisch-physikalischen durchweg zur Bezeichnung der »Gréfen«. So 
gebraucht man in der Thermodynamik etwa fiir die Energie eines Gases 
einen bestimmten Buchstaben, sagen wir Z, einerlei ob man sie als 
Funktion von Druck # und Temperatur % oder als Funktion des Volu- 
mens v und der Temperatur / auffaBt. Der Mathematiker aber schreibt 
mit zwei verschiedenen Zeichen: 


E= O(f, 9) = Pv, 9). 
t j F oD oF 
Die partiellen Ableitungen 1 o9? 
tung haben, treten infolgedessen in den Physikbiichern unter der gemein- 


die eine ganz verschiedene Bedeu- 


F vz 
samen Bezeichnung a9 auf; es mu8 dann aber durch einen angehingten 


Index (nach dem Vorgang von Boltzmann) oder durch hinzugefiigte Text- 
worte angegeben werden, da8 in einem Falle bei der Differentiation p; 
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im andern Falle v konstant gehalten wird. Die mathematische Symbolik 
ist ohne solchen Zusatz eindeutig*). — Wir legen weiter, obschon sich 
die Dinge in Wirklichkeit komplizierter verhalten, eine méglichst einfache 
geometrische Optik zugrunde, deren Grundgesetz besagt: der Lichtstrahl 
von einem Licht aussendenden Punkt 7 zu einem Beobachter in P ist 
eine »geodatische« Linie, die unter allen Verbindungslinien von J/ mit 2 
die geringste Lange besitzt; von der endlichen Ausbreitungsgeschwindig- 
keit des Lichtes sehen wir ganz ab. Dem auffassenden BewuBtsein 
schreiben wir lediglich ein optisches Wahrnehmungsvermégen zu und 
vereinfachen es uns zu einem »Punktauge:, das die Richtungsunterschiede 
der auftreffenden Lichtstrahlen, welche durch die aus (15) zu bestimmen- 
den Winkel 0 gegeben werden, unmittelbar wahrnimmt und dadurch ein 
Richtungsbild der umgebenden Gegenstinde gewinnt (wir ignorieren die 
Qualitéten der Farbe). Nicht nur die Wirkung der physischen Dinge 
aufeinander, sondern auch die psychophysische Wechselwirkung wird von 
dem Gesetz der Kontinuitét beherrscht: die Richtung, in der wir Gegen- 
stande wahrnehmen, ist nicht durch deren Ort bestimmt, sondern durch 
die Richtung des von ihnen auf der Netzhaut auftreffenden Lichtstrahles; 
also durch den Zustand des optischen Feldes in der unmittelbaren Be- 
riihrung mit dem Leibe jenes ritselhaften Realen, in dessen Wesen es 
liegt, daB ihm eine gegenstadndliche Welt in BewuBtseinserlebnissen = er- 
scheint«. Da8 aber ein materialer Gehalt G derselbe ist wie der materiale 
Gehalt G’, kann offenbar nichts anderes heiBen, als da zu jedem Stand- 
punkt P gegeniiber G ein Standpunkt P’ gegeniiber G@’ gehért (und um- 
gekehrt) derart, daB ein Beobachter in P’ von G@’ das gleiche Richtungs- 
bild empfiingt, wie es ein Beobachter in P von @ erhiilt. 

Wir legen ein bestimmtes Koordinatensystem x; zugrunde; die skalaren 
Zustandsgr6Ben wie die Elektrizitatsdichte @ stellen sich dar durch be- 
stimmte Funktionen a 

Q = f(*, 4, %3), 


die metrische Fundamentalform sei 


3 
Dae ax:axp, 
Hiei 
wo die gze gleichfalls (im Sinne der »mathematischen« Bezeichnungsweise) 
bestimmte Funktionen von x,%,x, bedeuten. Ferner sei irgend eine 
stetige Abbildung des Raumes auf sich selber gegeben, durch die jedem | 
Punkt / ein Punkt ?’ zugeordnet ist. Unter Benutzung des vorliegenden 


Koordinatensystems und der Bezeichnungen 


Pi Naan), en eee | 
werde diese Abbildung dargestellt durch 
(16) x; = Pilx, x, X5). 


*) Es soll hier natiirlich an der >physikalischen« Bezeichnungsart durchaus keine 
Kritik geiibt werden; sie ist den Zwecken der mit Gréfen operierenden Physik véllig 
angemessen, 
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Durch sie gehe ein Raumstiick G iiber in 6’; ich will zeigen, dab in 
dem erliuterten Sinne G’ kongruent © ist, falls Riemanns Ansicht zutrifit. 

Ich benutze ein zweites Koordinatensystem, indem ich dem Punkte P 
die durch (16) gegebenen Zahlen x; als seine Koordination zuordne; ( 16) 
sind dann die Transformationsformeln. Derjenige mathematische Bereich 
in drei Variablen, als welcher sich G in den Koordinaten 2’ darstellt, 
ist identisch mit demjenigen, als welcher sich 6’ in den Koordinaten x 
darstellt. Ein beliebiger Punkt P hat in x’ die gleichen Koordinaten wie 
P’ in x. Ich denke mir nun den Raum auf eine zweite Weise durch 
einen materialen Gehalt erfiillt, und zwar so, wie es durch die Formeln 

G7 (x 2, xm Ponkte 2 
und die analogen fiir die tibrigen skalaren Groen dargestellt wird. Wenn 
die Mafbestimmung des Raumes unabhingig von dem erfiillenden Mate- 
rialen vorgegeben ist, wird die metrische Fundamentalform wie bei der 
ersten Erfiillung den Ausdruck haben: er 
DE ax; AXz =a er (ti tie \aae ate 
tk ih 

dabei ist auf der rechten Seite die Transformation auf das zweite Koor- 
dinatensystem vollzogen. Wenn aber die Mafverhaltnisse durch den 
materialen Gehalt bestimmt werden — und wir wollen jetzt mit Riemann 
annehmen, da sich die Sache so verhilt —, so wird, da die zweite Er- 
fiillang sich genau so in den Koordinaten x’ ausdriickt wie die erste in 
den Koordinaten x, bei dieser zweiten Erfiillung die metrische Funda- 
mentalform lauten: 
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_ 
> Sin ( x0, x) axe axe. 
ie 


Nach unserem Prinzip der geometrischen Optik wird dann einem Beob- 
achter in P’ der im Raumstiick G’ bei der ersten Erfiillung vorhandene 
Gehalt genau so erscheinen wie einem Beobachter in P das gemaB der 
zweiten Erfiillung im Raumstiick © vorhandene Materiale. Trifft jedoch 
die alte » Mietskasernen<«-Auffassung zu, so ist das natiirlich nicht der Fall. 

Die einfache Tatsache, daB ich eine Plastelinkugel in meiner Hand 
zu einer beliebigen MiBgestalt zerdriicken kann, die ganz anders aussieht 
als eine Kugel, schemt den Riemannschen Standpunkt ad absurdum zu 
fiihren. Dies ist jedoch nicht beweisend; denn es wird wohl, wenn Rie- 
mann recht hat, u. a. eine ganz andere Deformation der inneren atomistischen 
Struktur des Plastelins nétig sein, als ich durch meine Hand bewirken 
kann, und eine Umordnung aller Massen im Universum, damit die yer- 
driickte Gestalt einem Beobachter von allen Seiten als kugelférmig erscheint. 
Die Sache ist eben die, daB einem Raumstiick an sich iiberhaupt keine 
visuelle Gestalt zukommt, sondern die letztere yon dem die Welt erfiillen- 
den materiellen Gehalt abhingt, und zwar so, daf ich durch eine geeignete 
Erfiillung ihm jede beliebige visuelle Gestalt erteilen kann. Dafiir kann 
ich dann auch an irgend zwei verschiedenen Raumstiicken durch geeignete 
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Erfiillung die glezche visuelle Gestalt hervorzaubern. Einstein hat dem 
Riemannschen Gedanken zum Siege verholfen (ohne freilich direkt durch 
Riemann beeinflu8t zu sein); von dem durch Einstein gewonnenen Stand- 
punkt riickschauend aber erkennen wir, da aus diesem Gedanken eine giil- 
tige Theorie erst entspringen konnte, nachdem die Zect als vierte zu den 
drei Raumdimensionen in solcher Weise hinzugetreten war, wie es die sog. 
spezielle Relativitatstheorie lehrt. Da der Begriff »Kongruenz« nach Riemann 
iiberhaupt zu keiner Metrik fiihrt, auch nicht zu der durch eine quadratische 
Differentialform geregelten allgemeinen Riemannschen Metrik, so mu8 in der 
Tat »der innere Grund fiir die MaBverhialtnisse« ganz wo anders gesucht 
werden. Er liegt nach Einstein in den »bindenden Kriften« der Gravitation. 
In der Einsteinschen Theorie (Kap. IV) spielen die Koeffizienten g;z der 
metrischen Fundamentalform die gleiche Rolle wie in der Newtonschen 
Gravitationstheorie das Gravitationspotential; die Gesetze, nach denen das 
raumerfiillende Materiale die Metrik bestimmt, sind die Gravitationsgesetze. 
Das Gravitationsfeld bewirkt ein solches Verhalten der Lichtstrahlen und der 
»starren« K6rper, die wir als Mafistibe verwenden, da’ sich, wenn wir die 
Ma£stabe und Lichtstrahlen in gewohnter Weise zur Ausmessung von Gegen- 
stinden benutzen, eine Mafigeometrie als giiltig erweist, die in den der Be- 
obachtung zuginglichen Gebieten sehr wenig von der Euklidischen abweicht. 
Die Mafverhaltnisse kommen aber nicht auf Rechnung des Raumes als Form 
der Erscheinungen, sondern auf Rechnung des durch das Gravitationsfeld 
bestimmten physikalischen Verhaltens von Mafstéiben und Lichtstrahlen. 

Nach den durch Riemann gewonnenen Erkenntnissen machten sich 
die Mathematiker an den formalen Ausbau seines geometrischen Gedanken- 
systems; Christoffel, Ricci, Levi-Civita nahmen daran vor allem teil’), 
Die eigentliche Weiterfiihrung hatte er aber mit den letzten Worten deutlich 
genug in die Hande eines nach ihm kommenden, seinem mathematischen 
ebenbiirtigen physikalischen Genies gelegt. Nach 70 Jahren ist das von ihm 
Prophezeite durch Einstein in Erfiillung gegangen. 

Bei der durch Einsteins groBe Konsequenzen angeregten erneuten Prii- 
fung der mathematischen Grundlagen ergab sich dem Verf. die Bemerkung, 
da die Riemannsche Geometrie das Ideal einer reinen Infinitesimalgeome- 
trie erst zur Hialfte erreicht; es gilt, noch ein letztes ferngeometrisches 
Element auszuscheiden, das ihr yon ihrer Euklidischen Vergangenheit her 
anhaftet. Riemann setzt ndimlich voraus, daf man irgend zwei Linien- 
elemente auch an verschiedenen Stellen des Raumes messend miteinander 
vergleichen kann; die Moglichkeit eines solchen Fernvergleichs kann in einer 
reinen Nahegeometrie nicht zugestanden werden; es ist nur ein Prinzip zu- 
lissig, das die Ubertragung einer Mafstrecke von einem Punkte nach 
den unendlich benachbarten ermoglicht. 

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen gehen wir jetzt an den 
systematischen Aufbau der reinen Infinitesimalgeometrie heran’), der sich 
naturgem48 in drei Stockwerken vollzichen wird: vom jeder naheren Be- 
stimmung baren Kontinuum iiber die affin zusammenhingende Mannigfal- 
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tigheit zum metrischen Raum. Diese Theorie, in der, wie ich glaube, eine 
groBe Gedankenentwicklung ihr, Ziel erreicht und das Ergebnis derselben 
seine endgiiltige Gestalt gewonnen hat, ist eine wirkliche Geometrie, eine 
Lehre vom Raum selbst, und nicht bloB wie die Geometrie des Euklid 
und fast alles, was sonst unter dem Namen Geometrie betrieben wird, 
eine Lehre von den im Raume méglichen Gebilden. { 


§ 13. Tensoren und Tensordichten in einer beliebigen Mannig- 
faltigkeit. 


n dimensionale Mannigfaltigkeit. Dem eben skizzierten Aufbau gemaB 
setzen wir vom Raume zunichst nur voraus, daB er ein 7 dimensionales 
Kontinuum ist. Er 1a8t sich danach auf 2 Koordinaten x, %,...%% be- 
ziehen, deren jede in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen bestimmten 
Zahlwert besitzt; verschiedenen Punkten entsprechen verschiedene Wert- 
systeme der Koordinaten, Ist %,%,...%, ein zweites System yon Koordi- 
naten, so bestehen zwischen den x- und den x-Koordinaten desselben 
willkiirlichen Punktes Beziehungen 


(t7) Lge fs Ree oe en) (2 ==) a2 anegnee. 
die durch gewisse Funktionen /; vermittelt werden; von ihnen setzen wir 
nicht nur voraus, daB sie stetig sind, sondern auch, daB sie stetige Ableitungen 


of 


besitzen, deren Determinante nicht verschwindet. Die letzte Bedingung 
ist notwendig und hinreichend, damit im Unendlichkleinen die affine Geo- 
metrie gilt, damit nimlich zwischen den Koordinatendifferentialen in beiden 
Systemen umkehrbare lineare Beziehungen statthaben: 


(18) ax; = >a, Ligne 
& 


Die Existenz und Stetigkeit héherer Ableitungen nehmen wir an, wo wir 
ihrer im Laufe der Untersuchung bediirfen. Auf jeden Fall hat also der 
Begriff der stetigen und stetig differentiierbaren Ortsfunktion, ev. auch der 
2, 3,+-- mal stetig differentiierbaren einen invarianten, yom Koordinaten- 
system unabhdngigen Sinn; die Koordinaten selber sind derartige Funktionen. 

Begriff des Tensors, Die relativen Koordinaten dx; eines zu dem 
Punkte / = (x;) unendlich benachbarten Punktes 2’ = (x; + dx;) sind 
die Komponenten eines Linienelementes in P oder einer inpinitesimalen Ver= 


schiebung PP’ von P. Bei Ubergang zu einem anderen Koordinaten- 
system gelten fiir diese Komponenten die Formeln (18), in denen a, die 
Werte der betreffenden Ableitungen im Punkte P bedeuten. Die infini- 
tesimalen Verschiebungen werden fiir die Entwicklung des Tensorkalkiils 
die gleiche Rolle iibernehmen wie die Verschiebungen in Kap. I. Es ist 
aber zu beachten, da® hier eine Verschiebung wesentlich an einen Punkt 
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P gebunden ist, daB es keinen Sinn hat, von den infinitesimalen Verschie- 
bungen zweier verschiedener Punkte zu sagen, sie seien gleich oder un- 
gleich. Man kénnte ja freilich auf die Festsetzung verfallen, infinitesimale 
Verschiebungen zweier Punkte gleich zu nennen, wenn sie dieselben Kom- 
ponenten haben; aber aus dem Umstand, daf die a, in (18) keine Konstante 
sind, geht hervor, daB, wenn dies in einem Koordinatensystem der Fall 
ist, es in einem andern Koordinatensystem keineswegs zu gelten braucht. 
Wir kénnen demnach nur von der infinitesimalen Verschiebung eines 
Punktes, nicht aber wie in Kap. I. des ganzen Raumes sprechen; infolge- 
dessen auch nicht von einem Vektor oder Tensor schlechthin, sondern 
von einem Vektor oder Tensor in einem Punkte P. Ein Tensor in P 
ist eine vom Koordinatensystem, auf das man die Umgebung von P be- 
zieht, abhangige Linearform mehrerer Reihen von Variablen, wenn jene 
Abhangigkeit von folgender Art ist: die Ausdriicke der Linearform in 
irgend zwei Koordinatensystemen x und x gehen ineinander iiber, wenn 
man gewisse der Variablenreihen (die mit oberen Indizes) kogredient, die 
andern (mit untern Indizes) kontragredient zu den Differentialen dx; trans- 
formiert, die ersteren also nach der Gleichung 


(19) a > ai,E*, die zweiten nach §; = > abe 
z z 


Unter as sind dabei die Werte dieser Ableitungen zm Punkte P zu ver- 
stehen. Die Koeffizienten der Linearform heigen die Komponenten des 
Tensors in dem betreffenden Koordinatensystem; sie sind kovariant in 
denjenigen Indizes, die zu den mit oberen Indizes behafteten Variablen 
gehéren, kontravariant in den iibrigen. — Die Moéglichkeit des Tensor- 
begriffs beruht auf dem Umstande, daB der Ubergang von einem zum 
andern Koordinatensystem fiir die Differentiale in einer “nearen Trans- 
formation sich ausdriickt. Es wird hier Gebrauch gemacht von dem iiber- 
aus fruchtbaren mathematischen Gedanken, ein Problem durch Riickgang 
aufs Unendlichkleine zu »linearisieren«. Die ganze Zensoralgebra, durch 
deren Operationen lediglich Tensoren im selben Punkte P miteinander zu 
verkniipfen sind, kann jetzt vollig ungeandert aus Kap. I. heriubergenommen 
werden. Auch hier wollen wir Tensoren 1. Stufe Vektoren nennen. Es 
gibt kontravariante und kovariante Vektoren; wo das Wort Vektor ohne 
naheren Zusatz gebraucht wird, ist darunter stets ein kontravarianter Vektor 
zu verstehen. Unendlichkleine GréBen dieser Art sind die Linienelemente 
in P. Mit jedem Koordinatensystem sind x» »Einheitsvektoren« e; in P 
verbunden, nimlich diejenigen, welche in dem betreffenden Koordinaten- 
system die Komponenten 
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besitzen. Aus ihnen lat sich jeder Vektor y in P linear zusammen- 
setzen; denn sind & seine Komponenten, so gilt 


es hg eae om eae Ad Se 
Die Einheitsvektoren @; eines andern Koordinatensystems x gehen aus den 
e; nach den Gleichungen hervor 


= SS k 
e@; = a; ez. 
k 


Die Méglichkeit des Ubergangs von koyarianten zu kontravarianten Kom- 
ponenten eines Tensors kommt natiirlich hier nicht in Frage. Je zwei 
(voneinander linear unabhingige) Linienelemente mit den Komponenten 
dx;, Ox; spannen ein lachenelement auf mit den Komponenten 
Ax:0X% —— ax, Ox; = Ze. 

je drei solche Linienelemente ein dreidimensionales Raumelement, usf. In- 
variante Differentialformen, die je einem willkiirlichen Linienelement, 
bzw. Flichenelement, usw. in linearer Weise eine Zahl zuordnen, sind 
»lineare Tensoren« (= kovariante schiefsymmetrische Tensoren, siehe § 7). 
Die alte Festsetzung tiber das’ Fortlassen von Summenzeichen wird bei- 
behalten. 

Begriff der Kurve. st jedem Wert eines Parameters s ein Punkt 
P = P(s) in stetiger Weise zugeordnet, so ist, wenn wir s als Zeit deuten, 
damit eine »Bewegung« gegeben; wir wollen diesen Namen in Ermanglung 
eines andern Ausdrucks in rein mathematischem Sinne auch dann an- 
wenden, wenn wir uns einer solchen Deutung des Parameters s enthalten. 
Bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems erhalten wir eine 
Darstellung 
(20) Ras) 
der Bewegung durch » stetige Funktionen x;,s), von denen wir annehmen, 
daB sie nicht nur stetig, sondern stetig differentiierbar sind. Beim Uber- 
gang vom Parameterwert s zu s + ds erfahrt der zugehérige Punkt P 
eine infinitesimale Verschiebung mit den Komponenten dx; Dividieren 
wir diesen Vektor in P durch ds, so erhalten wir die » Geschwindigheit«, 
einen Vektor in P mit den Komponenten m= u'. Zugleich ist (20) 
eine Parameterdarstellung der Bahnkurve der Bewegung. Zwei Bewegungen 
beschreiben dann und nur dann dieselbe Kurve, wenn die eine Bewegung 
aus der andern dadurch hervorgeht, daB man auf den Parameter s eine 
Transformation ausiibt s = w(s), die durch eine stetige (und stetig diffe- 
rentilerbare) monotone Funktion w vermittelt wird. Fiir die Kurve sind 
in einem Punkte nicht die Geschwindigkeitskomponenten selber, sondern 
nur ihr (die Richtung der Kurve kennzeichnendes) Verhiltnis ist bestimmt. 

Lensoranalysis. Ein Tensorfeld gewisser Art ist in einem Raumgebiet 
gegeben, wenn jedem Punkt P dieses Gebiets ein Zensor der betreffenden 
Art i P zugeordnet ist. Relativ zu einem Koordinatensystem erscheinen 
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die Komponenten des Tensorfeldes als bestimmte Funktionen der Koordi- 
naten des variablen »Aufpunktes« P; wir setzen sie als stetig und stetig 
differentiierbar yoraus. Die in Kap. I, § 8 entwickelte Tensoranalysis 
laBt sich auf ein beliebiges Kontinuum nicht ungeindert iibertragen. Bei 
Konstruktion des allgemeinen Prozesses der Differentiation benutzten wir 
ndmlich damals willkiirliche kovariante und kontravariante Vektoren, deren 
Komponenten vom Orte unabhangig waren. Diese Bedingung ist wohl 
gegeniiber linearen, nicht aber gegeniiber beliebigen Transformationen in- 
variant, da bei solchen die a keine Konstante sind. In einer beliebigen 
Mannigfaltigkeit laBt sich infolgedessen, wie wir jetzt zeigen wollen, nur 
die Analysis der linearen Tensorfelder begriinden. Aus einem Skalarfeld f 
entspringt auch hier, unabhingig vom Koordinatensystem, durch Diffe- 
rentiation ein lineares Tensorfeld 1. Stufe mit den Komponenten 


Re 7 >, 


(21) ve ad ox; p) 

aus einem linearen Tensorfeld 1. Stufe /; ein solches 2. Stufe: 
We 2 OR 

(22) haa) eee ae 

aus einem solchen 2. Stufe f;z ein lineares Tensorfeld 3. Stufe: 
Ofee 6Oiie Os ee 

(23) Si = 8 ae a aaa 

usf, 


Ist @ ein gegebenes Skalarfeld im Raum und bedeuten x; und 2; 
irgend zwei Koordinatensysteme, so wird in dem einen und andern das 
Skalarfeld sich durch eine Funktion der x; bzw. x; darstellen: 


(Meal Cree Seta ans sae Re ee eae 
Bilden wir den Zuwachs von @ bei einer infinitesimalen Verschiebung 
des Argumentpunktes, so kommt 


ap = >< ax; = >” oF. aXx;. 


at OX; 


of 


Daraus geht hervor, daf 5 


- die Komponenten eines kovarianten Tensor- 
Z 
feldes 1. Stufe bilden, das in einer von jedem Koordinatensystem un- 
abhingigen Weise aus dem Skalarfeld q entspringt. Hier haben wir 
ein einfaches Beispiel zum Begriff Vektorfeld; zugleich zeigt sich, daf 
die Operation »grad« invarianten Charakter trigt nicht nur gegeniiber 
linearen, sondern beliebigen Koordinatentransformationen, wie wir be- 
hauptet hatten. 

Um zu (22) zu gelangen, machen wir folgende Konstruktion, Vom 
Punkte P = P,, ziehen wir die beiden Linienelemente mit den Kom- 
ponenten dx; und dx;, die zu den unendlich benachbarten Punkten ?,, 


und P,, fiihren. Wir verschieben (variieren) das Linienelement dx in 


96 Das metrische Kontinuum. 
: a 


irgend einer Weise so, daB sein Anfangspunkt dicwotrecke #2207 =a ne 


schreibt; in seiner Endlage sei es iibergegangen in je. P.,. Diesen ProzeB 
bezeichnen wir als die Verschiebung 0. Die Komponenten dx; mogen 
dabei die Zuwiichse 0dx; empfangen haben, so da’ 


Oax; = (alee) =e eee oa eaves.) rer See N 
ist. Jetzt vertauschen wir d und 0. Durch eine analoge Verschiebung @ 
des Linienelements ee an der Strecke P,, 7, entlang, bei der es schlief- 


lich in die Lage oe. iibergeht, erfahren die Komponenten desselben 
den Zuwachs 


dbx; = {x:(P,,) — x:{P,.)} — {xi(P,.) — #i(Poo)}- 
Daraus folgt 
(24) Odx; — dbx; = x;(P,,) — x:(P%,). 
Dann und nur dann, wenn die beiden Punkte P,, und /’,, zusammen- 
fallen, wenn also die beiden Linienelemente dx und 0x bei ihren Ver- 


schiebungen 0 bzw. d das gleiche unendlichkleine «Parallelogramm<« iiber- 
fahren — und so wollen wir den ProzeB leiten —, gilt 


(25) Odx;— d0x; = 0. 
Ist nun ein kovariantes Vektorfeld mit den Komponenten f; gegeben, so 
bilden wir die Anderung der Invariante df = /; dx; bei der Verschiebung 0: 


Odf = Ofidx; + frddx;. 
Vertauschen wir d mit 0 und subtrahieren, so kommt 
Ai (0d — 20) f == (Ofrdx: — df; 0 x;) + fi(0dx; a d0 xi), 

und wenn beide Verschiebungen das Hoe infinitesimale Parallelogramm 
durchfegen, insbesondere 

Wa oo 
(26) Apes dfedn; — dfibxi = (F — EY aed xp. 

as Ox, Ox; 

Traut man diesem vielleicht allzu gewagten Operieren mit unendlich- 
kleinen Gréfen nicht, so ersetze man die Differentiale durch Differential- 
quotienten. Da sich ein unendlichkleines Flachenelement nur als Teil 
(oder genauer: als Limes des Teils) einer beliebig kleinen, aber endlich 
ausgedehnten Flaiche fassen laB8t, lautet die Uberlegung dann so. Es sei 
jedem Wertepaar zweier Parameter s, ¢ (in einer gewissen Umgebung von 
s==o0, ¢=o) ein Punkt (s¢) unserer Mannigfaltigkeit zugeordnet; die 
Funktionen x; == 2;(s¢), welche diese (iiber eine Fliche sich verbreitende) 
»zweidimensionale Bewegung« in irgendeinem Koordinatensystem x; dar- 
stellen, seien zweimal stetig differentiierbar. In jedem Punkte (s¢) ge- 


héren dazu die beiden Geschwindigkeitsvektoren mit den Komponenten 
ax; ax; : : 
re und ie Wir kénnen die Zuordnung so wahlen, da& sich fiir 


S==0, #=0 ein vorgeschriebener Punkt P= (oo) ergibt und jene 
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beiden Geschwindigkeitsvektoren in ihm mit zwei willkiirlich vorgegebenen 
Vektoren wz’, v? zusammenfallen (es geniigt ja dazu, die x; als lineare 

: gee Ra tu 
Funktionen von s und ¢ anzusetzen). d@ bedeute die Differentiation Te 

S 


0 aber By Dann ist 


dt 
ax; Of; dx; Axz a’ x; 
Z 0 Sa rs : 
af = Ss use af Ox, ds de deas 
Durch Vertauschung von 0 und d und te Subtraktion kommt 
: vf: Ofz\ 2x; aXe 
Afp=O0bf— af = 
(27) op a yr (ve — 4) Smt 


Indem wir s =o, ¢=o setzen, erhalten wir zum Punkte P die von 
zwei willkiirlichen Vektoren w, v daselbst abhingige Invariante 

(= ofz a 

ae 
Der Zusammenhang mit der infinitesimalen Betrachtung besteht darin, 
daB diese hier in strenger Form fiir die unendlichkleinen Parallelogramme 
durchgefiihrt wird, in welche die Flache x;= x;(st) durch die Koordi- 
natenlinien s = konst. und ¢ = konst. zerlegt ist. 

Ich erinnere in diesem Zusammenhang an den Stokesschen Satz. Das 
invariante lineare Differential f;dx; heiB®t zutegrabel, wenn sein Integral 
lings jeder geschlossenen Kurve, der »Integralwirbel«, =o ist (was, 
wie man wei, nur fiir ein totales Differential der Fall ist). Man spanne 
in die geschlossene Kurve eine beliebige Flache ein, zu geben durch 
eine Parameterdarstellung x; == x;(st), und zerlege sie durch die Koordi- 
natenlinien in infinitesimale Parallelogramme. Der Wirbel um die Be- 
grenzung der ganzen Flache lat sich dann zuriickfiihren auf die einzelnen 
Wirbel um diese kleinen Flichenmaschen herum, deren Wert fiir jede 
Masche durch unsern (mit dsd@¢ zu multiplizierenden) Ausdruck (27) ge- 
liefert wird. So kommt eine differentiale Zerlegung des Integralwirbels 
zustande, und der Tensor (22) ist an jeder Stelle das MafB fiir die dort 
vorhandene » Wirbelstarke«. 

Auf die gleiche Weise steigt man zur naichst hdheren Stufe (23) auf. 
Statt des infinitesimalen Parallelogramms wird man dabei ein durch drei 
Linienelemente @, 0, D aufgespanntes dreidimensionales Parallelepiped zu 
benutzen haben. Die Rechnung sei kurz angedeutet: 


(28) Dil fre 2x70 X42) = oe  GaiS xadar + fiz (Ddx:+ Ox + d00x¢- ax). 
Wegen fz: = — fiz ist va zweite Summand rechts 
(29) = fiz(Ddx;- Ox~ — DOx7- axz). 


Nimmt man in (28) die drei zyklischen Vertauschungen von d, 0, D vor 
und addiert, so zerstéren sich die aus (29) entspringenden 6 Glieder zu 
je zweien wegen der Symmetriebedingungen (25). 
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Begriff der Tensordichte. st dE 83 dx — ich schreibe kurz dx fiir das 


Integrationselement dx, dx, ...dx, — eine Integralinvariante, so ist B 
eine GréBe, die vom Koordinatensystem in der Weise abhangt, daf sie 
sich bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem mit dem absoluten 
Betrag der Funktionaldeterminante multipliziert. Fassen wir jenes In- 
tegral als MaB eines das Integrationsgebiet erfiillenden Substanzquantums 
auf, so ist Y% dessen Dichte. Eine GroBe der beschriebenen Art moge 
deshalb als skalare Dichte bezeichnet werden. Das ist ein wichtiger Be- 
griff, der gleichberechtigt neben den des Skalars tritt und sich durchaus 
nicht auf ihn reduzieren lé8t. In einem analogen Sinne wie von einer 
skalaren konnen wir auch von einer ¢emsoriellen Dichte sprechen, Eine 
vom Koordinatensystem abhangige Linearform mehrerer Reihen von Vari- 
ablen, die teils mit oberen teils mit unteren Indizes behaftet sind, ist 
eine Tensordichte im Punkte /, wenn aus dem Ausdruck dieser Linear- 
form in einem ersten Koordinatensystem ihr Ausdruck in einem beliebigen 
anderen, dem iiberstrichenen Koordinatensystem durch Multiplikation mit 
dem absoluten Betrag der Funktionaldeterminante 


DIES 0G | 


und Transformation der Variablen nach dem alten Schema (19) hervor- 
geht. Der Gebrauch der Worte Komponenten, kovariant, kontravariant, 
symmetrisch, schiefsymmetrisch, Feld usw. wie bei Tensoren. Mit der 
Gegeniiberstellung der Tensoren und Tensordichten glaube ich den 
Unterschied zwischen Quantitat und Jntensitat, soweit er physikalische 
Bedeutung hat, in strenger Weise erfaBt zu haben: die Tensoren sind die 
Lntensitats-, die Tensordichten die Quantititsgrofen. Die gleiche ausge- 
zeichnete Rolle, welche unter den Tensoren die kovarianten schiefsym- 
metrischen spielen, kommt unter den Tensordichten den kontravarianten 
schiefsymmetrischen zu, die wir darum kurz als dineare Tensordichten 
bezeichnen wollen. 

Algebra der Tensordichten. Wie im Gebiet der Tensoren haben wir 
hier die folgenden Operationen: 

1. Addition von Tensordichten der gleichen Art, Multiplikation einer 
Tensordichte mit einer Zahl; 

2. Verjiingung; und 

3. (nicht etwa Multiplikation zweier Tensordichten miteinander, son- 
dern) Multiplikation eines Tensors mit einer Tensordichte. Denn durch 
Multiplikation zweier skalaren Dichten z. B. wiirde ja nicht wieder eine 
skalare Dichte entstehen, sondern eine GroBe, die sich beim Ubergang 
von einem zum anderen Koordinatensystem mit dem Quadrat der Funk- 
tionaldeterminante multipliziert. Multiplikation eines Tensors mit einer 
Tensordichte liefert aber stets eine Tensordichte (deren Stufenzahl gleich 
der Summe der Stufenzahlen der beiden Faktoren ist); so geht z. B. aus 
einém kontravarianten Vektor mit den Komponenten /? und einer ko- 
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varianten Tensordichte mit den Komponenten !v;z in einer vom Koordi- 
natensystem unabhingigen Weise eine gemischte Tensordichte 3. Stufe 
mit den Komponenten / vz; hervor. 

Die Analysis der Tensordichten \é®t sich in einer beliebigen Mannig- 
faltigkeit nur fiir neare Felder begriinden. Sie fiihrt zu folgenden diver- 
genzartigen Prozessen: 


d tv! 
(30) ox; Th w, 
dw ; 
(31) ox en HY ? 


2 


O10) loyiey e.ce* (eo. 6 


Durch (30) wird aus einem linearen Tensordichte-Feld tv’ der 1. Stufe 
ein skalares Dichtefeld  erzeugt, durch (31) aus einem linearen Feld 
2. Stufe (w*? = — tv”) ein solches der 1. Stufe usf. Die Operationen 
sind vom Koordinatensystem unabhingig. Von einem Feld 1. Stufe ty’, das 
aus einem Feld 2. Stufe w’* nach (31) entsteht, ist die Divergenz (30) 
=o; analog fiir die héheren Stufen. Den Beweis der Invarianz von (30) 
erbringen wir durch folgende Betrachtung, die aus der Theorie der Be- 
wegung von kontinuierlich ausgebreiteten Massen bekannt ist. 
Ist € ein gegebenes Vektorfeld, so wird durch 


(32) t= x + Sot 

eine znjinitesimale Verschiebung der Punkte unseres Kontinuums erklart, 
bei welcher der Punkt mit den Koordinaten x; in den Punkt mit den 
Koordinaten x; iibergeht; den konstanten infinitesimalen Faktor 0¢ mag 


man als das Zeitelement deuten, wihrend dessen diese Deformation vor 
sich geht. Die Abweichung der Abbildungsdeterminante 


OX; 
OX 

Durch die Verriickung gehe ein Teilstiick © des Kontinuums, dem bei 

der Darstellung durch die Koordinaten x; das mathematische Gebiet & 

der Variablen x; entspricht, in das unendlich wenig davon verschiedene 

Gebiet @ iiber. Ist 8 ein skalares Dichtefeld, das wir als Dichte einer 


das Kontinuum erfiillenden Substanz auffassen, so ist das in © vor- 
handene Substanzquantum 


= fy 3( x) ax, 


das © erfiillende Quantum aber 


= [8 (x) dx = f,3(x)Adx, 


wo in dem letzten Ausdruck fiir die Argumente x; von 8 die Werte (32) 
einzusetzen sind. (Ich verschiebe hier das Volumen gegen die Substanz; 
man kann statt dessen natiirlich auch die Substanz durch das Volumen 
strémen lassen; dann ist 3$? die Stromstirke.) Fiir den Zuwachs an 


y* 


ad 


age ; 


A von I ist = 0¢: 
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Substanz, den das Gebiet & durch die Verschiebung gewonnen hat, er- 
gibt sich das nach den Variablen +; iiber ®X zu erstreckende Integral von 


Six Bie Psa B(x x); 
fiir den Integranden aber findet sich ; 
= Osi 0(3 5) 
g'z)(4 — 1) + (8) — 8(z)) = de(8 = sf So B) = de 
Folglich wird durch die Formel 
O18 ee 
OX; 7 


ein invarianter Zusammenhang hergestellt zwischen den beiden skalaren 
Dichtefeldern 8, w und dem kontravarianten Vektorfeld mit den Kom- 
ponenten £% Da sich nun jede Vektordichte w’ in der Form $§° dar- 
stellen 148t — denn definiert man in einem Jdestemmten Koordinatensystem 
eine skalare Dichte $ und ein Vektorfeld £ durch 8 = 1, & = ww’, so gilt 
in jedem die Gleichung w’ = 8& —, ist der gewiinschte Beweis erbracht. 

Wir sprechen im Anschlu8 an diese Uberlegung das spater oft zu 
benutzende Prinzip der partiellen Integration aus:* Verschwinden die Funk- 
tionen wv’ am Rande eines Gebietes &, so ist das Integral 


div? 
Ox; 
G z 


Wee == 


Denn dieses Integral, mit d¢ multipliziert, bedeutet die Anderung, welche 
das »Volumen« i, dx jenes Gebiets bei einer infinitesimalen Deformation 
erleidet, deren Komponenten = 0¢- tv’ sind. 

Ist des Divergenzprozesses (30) Invarianz erkannt, erheben wir uns 
von da aus leicht zu den hdheren Stufen, zunachst zu (31). Wir nehmen 
ein kovariantes Vektorfeld /; zu Hilfe, das aus einem Potential / ent- 


: 0 : han : : 
springt: tas bilden die lineare Tensordichte 1. Stufe ww” /; und 
deren Divergenz 


Orn / 0 d10i* 


Zz 


OX, axe 
Die Bemerkung, daB die f; in einem Punkte P willkiirlich vorgeschriebene 
Werte annehmen k6énnen, schlieBt den Beweis ab. Auf gleiche Art er- 


steigen wir die 3. Stufe usf. 


§ 14. - Affin zusammenhangende Mannigfaltig keit. 


Begriff des affinen Zusammenhangs. Der Punkt P einer Mannigfaltig- 
keit hangt mit seiner Umgebung affin zusammen (wollen wir sagen), wenn 
von jedem Vektor in P feststeht, in welchen Vektor in 2’ er durch 
Parallelverschiebung von P nach P’ iibergeht; dabei bedeutet P’ einen 
beliebigen der zu P unendlich benachbarten Punkte'°). Von diesem Be- 
griff verlangen wir nicht mehr und nicht weniger, als daB er alle die- 
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jenigen Eigenschaften besitzt, die ihm in der affinen Geometrie des Kap. I 
zukamen, d. h. wir postulieren: £s gibt ein Koordinatensystem (fiir die 
Umgebung von P), de dessen Benutzung die Komponenten eines jeden Vektors 
in P durch infinitesimale Parallelverschiebung nicht gedindert werden. Diese 
Forderung kennzeichnet das Wesen der Parallelverschiebung als einer Ver- 
pflanzung, von der wir mit Recht behaupten diirfen, daf sie die Vektoren 
ungeandert lat. Ein solehes Koordinatensystem heiBt geoddtisch in P. 
Was folgt daraus fiir ein beliebiges Koordinatensystem x;? In ihm habe 
der Punkt P die Koordinaten x?, P’ die Koordinaten x? + dx;, & seien 
die Komponenten eines beliebigen Vektors in P, s? + d& die Kompo- 
nenten des aus ihm durch Parallelverschiebung nach P hervorgehenden 
Vektors. Da erstens durch die Parallelverschiebung von P nach P’ die 
simtlichen Vektoren in P auf die simtlichen Vektoren in P’ linear oder 
affin abgebildet werden, muB ds? linear von den & abhangen: 


(33) dd = — dy', &, 


Zweitens ergibt sich aus der an die Spitze gestellten Forderung, daB die 
dy’, Linearformen der Differentiale dx; sind: 


(33) by, = VT. ax,, 


deren Zahlkoeffizienten [, die » Komponenten des affinen Zusammenhangs«, 
der Symmetriebedingung 
(33”) Poa 
geniigen. 
Um dies zu beweisen, sei x; ein in P geoditisches Koordinatensystem ; 


es gelten Transformationsformeln (17), (18. Aus der geodatischen Natur 
des Koordinatensystems x; folgt, da bei Parallelverschiebung 


ey Thee \\ ee a ee 
ds = a(u,g ) = du,: g 


ist. Fassen wir die &’ als Komponenten 0x; eines Linienelements in P 
auf, so muB demnach 

of: 
0%, ORs 
sein (fiir die 2. Ableitungen sind natiirlich deren Werte an der Stelle P 
zu setzen). Daraus geht die Behauptung hervor, und zwar bestimmt sich 
die symmetrische Bilinearform 


OX, aX, 


—— dy’, Ox, = 


- : Of; Are ee 
(34) — I',,0x,dx;5 aus sess 0X,a Xs 
durch Transformation nach (18). — Die Konsequenzen sind damit voll- 


stindig ersch6pft. Sind naimlich [,, beliebig vorgegebene Zahlen, welche 
der Symmetriebedingung (33”) geniigen, und definieren wir den affinen 
Zusammenhang durch (33), (33'), so liefern die Transformationsformeln 


° =. in, =o 
GDN IN) me = letr ve 
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ein geodatisches Koordinatensystem x; in P, da fiir sie die Gleichungen (34) 
in P erfiillt sind. In der Tat gilt fiir diese Transformation in P: 
5 077; : 

%== 0, dx;—= dx; (og = 0;), ee == Ise 

Die Formeln, nach denen sich die Komponenten des affinen Zusammen- 
hangs [,; bei Ubergang von einem zum andern Koordinatensystem trans- 
formieren, sind aus der obigen Betrachtung leicht zu entnehmen; wir 
werden aber von ihnen keinen Gebrauch zu machen haben. Jedenfalls 
sind die [ sicht die Komponenten eines (in 7 kontra-, in ~ und s kovari- 
anten) Tensors im Punkte ?; wohl besitzen sie diesen Charakter gegentiber 
linearer, verlieren ihn jedoch gegeniiber einer beliebigen Transformation. 
Denn in einem geodatischen Koordinatensystem verschwinden sie sémtlich. 
Doch ist jede virtuelle Anderung des affinen Zusammenhangs |I,s|, mag 
sie endlich- oder unendlichklein sein, ein Tensor. Denn es ist 


[@5'] = [17s] $7 ax, 


der Unterschied der beiden Vektoren, welche durch die beiden Parallel- 
verschiebungen des Vektors § von P nach P entstehen. 

Was unter Parallelverschiebung eines kovarianten Vektors §; im Punkte P 
von dort nach dem unendlich benachbarten Punkte P’ zu verstehen ist, 
ergibt sich eindeutig aus der Forderung, daB bei der simultanen Parallel- 
verschiebung dieses Vektors §; und eines beliebigen kontravarianten 7? das 
invariante Produkt §;y? ungedndert bleibe: 


a(Ssn') = (2§; - n*) + (&, dn”) = (dé; — dy’:$,)n? =0, 
daher ; 
(35) ag; aS AS: 


Ein kontravariantes Vektorfeld & werden wir im Punkte P stationdr 
nennen, wenn die Vektoren in den zu P unendlich benachbarten Punkten 2’ 
aus dem Vektor in P durch Parallelverschiebung hervorgehen, wenn also 
in P die totalen Differentialgleichungen 


Z 
18 + dy =o (oder $2 + TB = 0) 
OX; 
erfiillt sind. Es gibt offenbar ein derartiges Vektorfeld, das im Punkte P 
selbst beliebig vorgeschriebene Komponenten besitzt (eine Bemerkung, 
von der bei einer spateren Konstruktion Gebrauch zu machen sein wird) 
Der gleiche Begriff ist fiir ein kovariantes Vektorfeld aufzustellen. 

Wir beschaftigen uns fortan mit einer affinen Mannigfaltigkeit; in thr 
steht jeder Punkt P mit seiner Umgebung in affinem Zusammenhang. Bei 
Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems sind die Komponenten [,, 
des affinen Zusammenhangs stetige Funktionen der Koordinaten x;. 
Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems kann ich die [%,, wohl 
an elmer einzelnen Stelle P zum Verschwinden bringen; es ist aber im 
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allgemeinen nicht méglich, das Gleiche simultan fiir alle Punkte der 
Mannigfaltigkeit zu erzielen. Es gibt keine Unterschiede unter den ver- 
schiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit hinsichtlich der Natur ihres 
affinen Zusammenhangs mit der Umgebung; in dieser Hinsicht ist die 
Mannigfaltigkeit homogen. Auch gibt es keine verschiedenen, nach der 
Natur des iiberall in ihnen herrschenden affinen Zusammenhangs zu unter- 
scheidende Arten von Mannigfaltigkeiten. Die von uns an die Spitze 
gestellte Forderung la8t eben nur eine bestimmte Natur des affinen Zu- 
sammenhangs zu. 

Geodatische Linte. Fiihrt ein Punkt bei seiner Bewegung einen (irgend- 
wie veranderlichen) Vektor mit, so erhalten wir zu jedem Wert des Zeit- 
parameters s nicht nur einen Punkt 


Pp =—(5) = x, — 2-5) 
der Mannigfaltigkeit, sondern auBerdem einen Vektor in diesem Punkte 


mit den von s abhingigen Komponenten v? = v’(s). Der Vektor bleibt 
im Momente s stationdr, wenn 
a yt ax3 


(36) as ie Mog? das co . 


ist. (Hier atme auf, wem immer das Operieren mit Differentialen un- 
sympathisch ist; hier haben sie sich gliicklich in Differentialquotienten 
verwandelt.) Bei beliebiger Mitfiihrung des Vektors besteht die linke 
Seite V’ von (36) aus den Komponenten eines mit der Bewegung invariant 
verkniipften Vektors in (s), der angibt, in welchem Mafe sich der Vektor 
v? an dieser Stelle pro Zeiteinheit andert. Denn beim Ubergang vom 
Punkte P = (s) zu P’ = (s+ ds) geht der Vektor v’ in P iiber in den 
Vektor 


in P’. Verschieben wir aber v’ ungedndert von P nach P’, so erhalten 
wir dort 
vt + dv? = vt — [agu*dxg. 
Der Unterschied dieser beiden Vektoren in /”, die Anderung von v 
wabrend der Zeit ds, hat demnach die Komponenten 
dvt 


a — dv = Vds. 


Rein analytisch kann man den invarianten Charakter des Vektors V am 
leichtesten so einsehen: Man nehme einen willkiirlichen kovarianten Vektor 
&; in P = (s) zu Hilfe und bilde die Anderung der Invariante §;v? beim 
Ubergang von (s) zu (s-++ ds), wobei der Vektor 5; ungedndert mit- 
genommen werde; dann kommt 
d(E;v") 
ds 


Ory 


iV. 
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Verschwindet V fiir alle s, so gleitet der Vektor v bei der Bewegung 


mit dem Punkte ? an der Bahnkurve entlang, ohne sich zu andern. 
ae ax; 
Jede Bewegung fiihrt den Vektor ihrer Geschwindigkeit w* = —— 
eri : : ds 
mit sich; fiir diesen besonderen Fall ist V der Vektor 

a’ x; 
as 


seie eae 


: due : 
fy 2 a8 — i B 
oa ds a7 Map ad Pods as 


die Beschleunigung, welche die Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit- 
einheit mi®t. Eine Bewegung, in deren Verlauf die Geschwindigkeit 
bestindig ungedndert bleibt, hei®t eine Zranslation, die Bahnkurve einer 
Translation, eine Kurve also, die ihre Richtung ungeadndert beibehalt, 
eine gerade oder geodatische Linie. Beruht doch gerade in dieser Eigen- 
schaft gemaB der translativen Auffassung (vergl. Kap. I, § 1) das Wesen 
der geraden Linie. 

Die Analysis der Tensoren und Tensordichten \é®t sich in einer affinen 
Mannigfaltigkeit ebenso einfach und vollstandig wie in der linearen Geo- 
metrie des Kap. I entwickeln. Sind beispielsweise f* die in ¢ kovarianten, 
in & kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 2. Stufe, so nehmen 
wir im Punkte P zwei willkiirliche Vektoren, einen kontravarianten § und 
einen kovarianten zu Hilfe, bilden die Invariante . 


key 
2S Nk 


und ihre Anderung bei einer unendlich kleinen Verriickung @ des Argument- 


punktes P, bei welcher § und n parallel mit sich verschoben werden. 


Es ist 
k 


as Beng) St ened —fenady & A f7 ody ng, 
also sind 
ke 
vf; ees 4 
; (pesos — mire + ef3 


Ox, 


die in z/ kovarianten, in & kontravarianten Komponenten eines Tensor- 
feldes 3. Stufe, das aus dem gegebenen Tensorfeld 2. Stufe in einer vom 
Koordinatensystem unabhaingigen Weise entspringt. Charakteristisch sind 
hier die Zusatzglieder, welche die Komponenten des affinen Zusammen- 
hangs enthalten und in denen wir spater mit Einstein den Einflu8 des 
Gravitationsfeldes erkennen werden. Nach der angegebenen Methode 
kann in jedem Fall der Proze8 der Differentiation an einem Tensor voll- 
zogen werden. 

Wie in der Tensoranalysis die Operation »grad« als die urspriingliche 
auftritt, aus der alle iibrigen sich herleiten, so liegt der Analysis der 
Tensordichten die durch (30) erklarte Operation »div« zugrunde. Sie 
filhrt zunachst fiir die Tensordichten aller Stufen zu Prozessen ahnlichen 
Charakters. Will man z. B. die Divergenz einer gemischten Tensordichte 
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w? 2. Stufe bilden, so nimmt man ein in P stationires Vektorfeld &’ zu 
Hilfe und konstruiert von der Tensordichte S4v} die Divergenz: 


ae ws) ae 


Ox, aa Ox, 


k we os Zz 
w, + ef = oP (- [7 20, ae 
OX 

Diese GréBe ist eine skalare Dichte, und demnach, da die Komponenten 
eines in / stationaren Vektorfeldes daselbst beliebige Werte annehmen 
k6nnen, 

k 
O10; 
i [710 ,- 


(37) cae 


eine kovariante Tensordichte 1. Stufe, die aus tw; in einer yon jedem 
Koordinatensystem unabhadngigen Weise entspringt. 

Aber man kann nicht nur durch Dzvergenzbildung einer Tensordichte 
zu einer solchen von einer um 1 geringeren Stufenzahl herabsteigen, 
sondern auch durch Differentiation aus ihr eine Tensordichte bilden, deren 
Stufenzahl um 1 hoher ist. Bedeutet 8 zunichst eine skalare Dichte, so 
rufe man wiederum ein in P stationires Vektorfeld §’ zu Hilfe und bilde 
die Divergenz der Stromstirke $5?: 


0(3 &) 03 0g & 03 eee 
Fs $ = = WES 
Ox; dx? Ox: (= I, ) 
dann erhalt man in 
03 
aly 
Ox; 2 


die Komponenten einer kovarianten Vektordichte. Um die Differentiation 
von der skalaren auf eine beliebige Tensordichte, z. B. die gemischte 
ws von 2. Stufe auszudehnen, bedient man sich in nun schon gelaufiger 
Weise zweier in P stationaérer Vektorfelder 5’ und »,, von denen dieses 
kovariant, jenes kontravariant ist, und differentiiert die skalare Dichte wr Sng. 
Verjiingung der durch Differentiation entsprungenen Tensordichte nach 
dem Differentiationsindex und einem kontravarianten fiihrt zur Divergenz 
zuriick. 
§ 15. Kriimmung. 


Sind P und P* zwei durch eine Kurve verbundene Punkte, in deren 
erstem ein Vektor gegeben ist, so, kann man diesen parallel mit sich 
langs der Kurve von P nach P* schieben. Die Gleichungen (36) fiir 
die unbekannten Komponenten v’ des in bestindiger Parallelverschiebung 
begriffenen Vektors gestatten ndmlich bei gegebenen Anfangswerten von 
yv eine und nur eine Lésung. Die so zustande kommende Vektor- 
ibertragung ist jedoch im allgemeinen mzcht integrabel, d. h. der Vektor, 
zu dem man in /* gelangt, ist abhingig von dem Verschiebungswege, 
auf dem die Ubertragung volizogen wird. Nur in dem besonderen Fall, 
wo Intévrabilitaét stattfindet, hat es einen Sinn, von dem gleschen Vektor 
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in zwei verschiedenen Punkten P und P* zu sprechen; es sind darunter 
solche Vektoren zu verstehen, die durch Parallelverschiebung auseinander 
hervorgehen. Alsdann heif&e die Mannigfaltigkeit Hukidisch-a/jin. Erteilt 
man allen Punkten einer derartigen Mannigfaltigkeit eine unendlichkleine 
Verschiebung, jedoch so, da& die Verschiebung eines jeden durch den 
>gleichen« infinitesimalen Vektor dargestellt wird, so ist mit dem Raume 
eine infinitesimale Gesamt- Translation vorgenommen. Mit ihrer Hilfe 
lassen sich gemif dem Gedankengang des Kap. I (wir verzichten hier 
darauf, den Beweis strenge durchzufiihren) besondere, »lineare« Koordi- 
natensysteme konstruiéren, die dadurch ausgezeichnet sind, da bei ihrer 
Benutzung gleiche Vektoren in verschiedenen Punkten gleiche Kompo- 
nenten besitzen. In einem linearen Koordinatensystem verschwinden die 
Komponenten des affinen Zusammenhangs identisch. Je zwei solche 
Systeme hangen durch “imeare Transformationsformeln zusammen. Die 
Mannigfaltigkeit ist ein affiner Raum im Sinne von Kap. I: de Integra- 
bilitat der Vektoriibertragung ist diejenige infinitesimalgeometrische Eigen- 
schaft. durch welche die »linearen« Radume unter den affin zusammen- 
hingenden ausgezeichnet sind. 

Doch ist jetzt die Aufmerksamkeit auf den allgemeinen Fall zu lenken; 
da diirfen wir nicht erwarten, daB ein Vektor, durch Parallelverschiebung 
an einer geschlossenen Kurve herumgefiihrt, in seine Ausgangslage zuriick- 
kehrt. Wie beim Beweise des Stokesschen Satzes spannen wir in die 
geschlossene Kurve eine Flache ein und zerlegen sie durch die Para- 
meterlinien in unendlich kleine Parallelogramme. Die Anderung eines 
beliebigen Vektors beim Umfahren der Flaiche wird zuriickgefiihrt auf 
die Anderung beim Umfahren jedes solchen von zwei Linienelementen 
dx; und 0x; in einem Punkte P aufgespannten infinitesimalen Parallelo- 
gramms; sie gilt es jetzt zu bestimmen. Wir werden konstatieren, daB 
der Zuwachs Jy = (4§*), den dabei ein Vektor y = (&’) erfahrt, aus x 
durch eine lineare Abbildung, eine Matrix JF hervorgeht: 


(38) Ay = AF(t); 45 = FF; - 8. 


Ist FF =o, so ist die Mannigfaltigkeit an der Stelle P in der von 
unserm Flichenelement eingenommenen Flichenrichtung »eden«;  trifft 
dies fiir alle Elemente einer endlich ausgedehnten Fliche zu, so kehrt 
jeder Vektor, der lings des Flachenrandes parallel verschoben wird, zu 


seiner Ausgangslage zuriick, — JF hangt linear yon dem Flachenele- 
ment ab: 
(39) SF = Fidx0x, = Fux dnn (4x = dx; 0xp — dxp0xi: 

Fz: = — Fz) . 


Die hier auftretende Differentialform charakterisiert die Kriimmung, die 
Abweichung der Mannigfaltigkeit von der Ebenheit an der Stelle P in 
allen méglichen Flaichenrichtungen; da ihre Koeffizienten keine Zahlen, 
sondern Matrizen sind, kénnte von einem »/inearen Matrix- Tensor 2 Stufe« 
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gesprochen werden, und es wiirde dadurch die Gro®ennatur der Kriim- 
mung in der Tat am besten bezeichnet. Gehen wir aber von den Ma- 


trizen auf ihre Komponenten zuriick — es seien /3;z die Komponenten 
von F;z oder auch die Koeffizienten der Form 
(40) AF; = F pind x;0x% —, 


so ergibt sich, wenn e; die zum Koordinatensystem gehdrigen Einheits- 
vektoren in P sind, die Formel 


(41) Ay = Fopntadldxzdxp. 
Daraus geht hervor, da8 Fz die in « kontra-, in @7& kovarianten Kom- 
ponenten eines Zensors 4. Stufe sind. Thr Ausdruck durch die Kom- 
ponenten [;, des affinen Zusammenhangs lautet: 

«a a 
Woe Og 
Ox; OXz 


(42) Lg ( ++ (eee — e205). 

Sie erfiillen danach die Bedingungen der »schiefen« und der »zyklischen« 
Symmetrie: 

(43) Pi = — Foxy Fie + King + Pag. 

Das Verschwinden der Kriimmung ist das invariante Differentialgesetz, 
durch welches sich die Euklidischen Raiume unter den affinen im all- 
gemeinen Sinne der Infinitesimalgeometrie auszeichnen. 

Zum Beweise der ausgesprochenen Behauptungen bedienen wir uns 
desselben Verfahrens der doppelten Durchfegung eines unendlichkleinen 
Parallelogramms, das wir auf S. 96 zur Herleitung des Wirbeltensors 
benutzten; wir verwenden die damaligen Bezeichnungen. Im Punkte P,, 
sei ein Vektor xy = r(P,,) mit den Komponenten & gegeben. Im End- 
punkte P,, des Linienelements dx bringen wir denjenigen Vektor x¢(P,,) 
an, der aus ihm durch Parallelverschiebung lings des Linienelementes 
hervorgeht; heiBen seine Komponenten §?-+- d&, so ist also 


dS¢ = — dy SB = — 15,88 dae. 


Bei der vorzunehmenden Verschiebung’ 6 des Linienelements dx (die 
keineswegs eine Parallelverschiebung zu sein braucht) bleibe der Vektor 
im Endpunkt immer durch die angegebene Bedingung an den Vektor im 
Anfangspunkt gebunden; dann erleiden die @&% bei der Verschiebung 
den Zuwachs 


dd &* = — OF 3:dx;8? — 03,0 dx:50 — dy, 0§. 


Bleibt insbesondere der Vektor im Anfangspunkt des Linienelements 
waihrend der Verschiebung zu sich selbst parallel, so ist hier 0§” durch 


— OV, &8 zu ersetzen; in der Endlage P,P, des Linienelements er- 
halten wir dann im Punkte P,, denjenigen Vektor x (P,,), der aus r(P,,) 


> 
durch Parallelverschiebung lings ?,,./,, hervorgeht, in P,, den Vektor 


108 Das metrische Kontinuum. 


r(P,,), in welchen r(P,,) durch Parallelverschiebung lings Part ees 
geht, und es ist 
ods“ = {§ wie | ao ee (Ps xh i (Sete) oe 5°(Poo)} 


HeiBt der aus r(7,,) durch Parallelverschiebung langs , Cie zustande 
kommende Vektor ¢,(7,,), so erhalt man durch Vertauschung von d und 


yee thy) 


6 einen analogen Ausdruck fiir 

DOS {EPs aS ee tC eet ere) 
Durch Subtraktion bildet man 

ASg* = 0a5* — do & 
== OV sed x3 -- dy, Ovs — Ts20dx: | 
+ al 320% — Oya ys + r-dd-xe/ 
Hier zerstéren sich wegen 0dx; == ddx; die beiden hinteren Terme aut 
der rechten Seite, und es bleibt 
At = ABS; 
dabei sind 7§* die Komponenten eines Vektors Zz in P,,, 
der beiden Vektoren x und Y, zm selben Punkte: 
AS* = S*(P,,) — SalP,2)- 

Da im Limes 7, mit P = P., zusammenfallt, sind damit unsere Be- 


hauptungen erwiesen. 
Die infinitesimale Uberlegung verwandelt sich in einen strengen Be- 


EB, 


der Differenz 


. : : we ad 
weis, sobald wir wie friiher 7 und 0 im Sinne der Differentiationen spe 


und a deuten. Um die Schicksale des Vektors y bei dem infinitesi- 


at 
malen SchiebungsprozeB wiederzugeben, empfiehlt sich folgende Kon- 
struktion. Es sei jedem Wertepaar s, ¢ nicht nur ein Punkt P = (s?), 


sondern auBerdem ein kovarianter Vektor mit den Komponenten /;(s72) 
in diesem Punkte zugeordnet; ist §’ ein beliebiger Vektor in P, so ver- 
5 ; ° . a Zz = . . 
stehen wir unter d(f;&) denjenigen Wert von ay S) der sich ergibt, 
S 
wenn £ beim Ubergang vom Punkte (s¢) zum Punkte (s+ ds, ¢) unge- 
andert mitgenommen wird. d(/;S‘) ist selbst wieder ein Ausdruck von 
der Form /;5', nur daB jetzt statt /; andere Funktionen /; von s und ¢ 
stehen. Wir koénnen deshalb auf ihn von neuem den gleichen Proze8 
oder den analogen d anwenden. Tun wir das letztere, wiederholen den 
ganzen Vorgang in umgekehrter Reihenfolge und subtrahieren, so be- 
kommen wir zunichst 
dd fis!) = Od fe & + dfdS + Of! + fdas! 
und darauf wegen 
Of of: 
Og fi = = 
Si dtds ds dt gee 
A(f:5') = (0d — dd) (f5) = fra & 
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Dabei ist #/& genau der oben gefundene Ausdruck. Die erhaltene In- 
variante lautet im Punkte P = (00) 


a i) > ay te 
F siz fu SP uiy® ) 
sie hangt von einem willkiirlichen kovarianten Vektor mit den Komponenten 


J; daselbst ab und von drei kontravarianten 5, u,v; die Fux sind demnach 
die Komponenten eines Tensors 4. Stufe. 
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Begriff der metrischen Mannigfaltigkeit. Eine Mannigfaltigkeit tragt 
im Punkte P eine Mapbestimmung, wenn die Linienelemente in / sich ihrer 
Lange nach vergleichen lassen; wir nehmen dabei im Unendlichkleinen 
die Giiltigkeit der Pythagoreisch-Euklidischen Gesetze an. Zs bestimmt 
dann jeder Vektor ¢ in P eine Strecke, und es gibt eine nicht-ausgeartete 
quadratische Form x” derart, dafi zwei Vektoren y und dann und nur 
dann dieselbe Strecke bestimmen, wenn ¢? ==’ ist. Durch diese Forderung 
ist die quadratische Form nur bis auf einen von o verschiedenen Proportio- 
nalitatsfaktor bestimmt. Indem man ihn festlegt, wird die Mannigfaltigkeit 
im Punkte P geeicht. Die Zahl yx? nennen wir alsdann die MaSzahl des 
Vektors y oder, da sie nur von der durch r bestimmten Strecke abhingt, 
die Mafzahl 1 dieser Strecke. Ungleiche Strecken haben verschiedene 
Mafzahlen; die Strecken in einem Punkte P bilden daher eine eindimen- 
sionale Gesamtheit. Ersetzen wir die Eichung durch eine andere, so geht 
die neue Mafzahl 7 aus der alten 7 durch Multiplikation mit einem von 
der Strecke unabhingigen konstanten Faktor 4 + o hervor’ /= Ad. Die 
Verhaltnisse zwischen den Mafzahlen der Strecken sind von der Eichung 
unabhangig. Wie also die Charakterisierung eines Vektors in P durch 
ein System von Zahlen (seine Komponenten) von der Wahl eines Koordi- 
natensystems abhiangt, so ist die Festlegung einer Strecke durch eine Zahl 
von der Eichung abhangig; und wie die Komponenten eines Vektors beim 
Ubergang zu einem andern Koordinatensystem eine lineare homogene 
Transformation erleiden, so auch die Mafzahl einer willkiirlichen Strecke 
bei »Umeichen«. - Zwei Vektoren ¢ und y in P, fiir welche die zu x” 
gehérige symmetrische Bilinearform x) verschwindet. nennen wir zu- 
einander senkrecht, diese Wechselbeziehung wird von dem Eichfaktor nicht 
beeinfluBt. Da8 die Form y? definit sei, ist fiir alle unsere mathe- 
matischen Entwicklungen gleichgiiltig; doch mége man im folgenden in 
erster Linie immer an diesen Fall denken. Hat sie # positive, g negative 
Dimensionen (p + g =), so sagen wir kurz, die Mannigfaltigkeit sei in 
dem betreffenden Punkte (f + g)-dimensional. Ist » + g, so wollen wir 
durch die Forderung ~ > ¢ das Vorzeichen der metrischen Fundamental- 
form ry? ein fiir allemal festlegen; das Eichverhiltnis 4 ist dann stets 
positiv. Nach Wahl eines bestimmten Koordinatensystems und Festlegung 


des Eichfaktors sei fiir jeden Vektor y (mit den Komponenten §&). 
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(44) go = Dien S5* (gui = Sin). 
ik 

Wir nehmen jetzt an, unsere Mannigfaltigheit trage in jedem Punkte 
eine Mafbestimmung. Fichen wir sie iiberall und legen in sie ein System 
von 2 Koordinaten x; hinein — das mu geschehen, um alle vorkommenden 
GroBen durch Zahlen ausdriicken zu kénnen —, so sind die giz in (44) 
véllig bestimmte Funktionen der Koordinaten x;; wir nehmen an, dab sie 
stetig und stetig differentiierbar sind. Da die Determinante der giz nirgend- 
wo verschwindet, werden dann die ganzen Zahlen f und g in der ganzen 


Ausdehnung der Mannigfaltigkeit die gleichen sein; wir setzen f > voraus. | _ 


Damit eine Mannigfaltigkeit ein metrischer Raum sei, geniigt es nicht, 
daB sie in jedem Punkte eine Mafbestimmung trigt, sondern es mub 
auBerdem jeder Punkt mit seiner Umgebung metrisch zusammenhangen. 
Der Begriff des metrischen ist analog dem des affinen Zusammenhangs, 
wie dieser die Vektoren betrifft, so jener die Strecken. Ein Punkt P hangt 
also mit seiner Umgebung metrisch zusammen, wenn von jeder Strecke 
in P feststeht, welche Strecke aus ihr durch kongruente Verpflanzung von 
FP nach dem beliebigen zu P unendlich benachbarten Punkte P’ hervor- 
geht. Die einzige Forderung, welche wir an diesen Begriff stellen (zu- 
gleich die weitgehendste, die iiberhaupt méglich ist), ist diese: Die Um- 
gebung von / la®t sich so eichen, daB die Mafzahl einer jeden Strecke 
in P durch kongruente Verpflanzung nach den unendlich benachbarten 
Punkten keine Anderung erleidet. Die Eichung heiBt dann geoditisch in 
P. — Ist aber die Mannigfaltigkeit irgendwie geeicht, ist ferner / die 
Ma8zahl einer beliebigen Strecke im Punkte P, 7+ d/ die Mafzahl der 
aus ihr durch kongruente Verpflanzung nach dem unendlich nahen Punkte 
P" entstehenden Strecke in P’, so gilt notwendig eine Gleichung 


(45) dl=—liy, 
wo der infinitesimale Faktor dip von der verpflanzten Strecke unabhingig 
ist; denn jene Verpflanzung bewirkt eine ahnliche Abbildung der Strecken 
in P auf die Strecken in P’, dp entspricht den dy} der Vektorver- 
schiebungs-Formel (33). Wird die Eichung gemi8 der Formel 7 = AZ in 
FP und den Punkten seiner Umgebung abgedndert (das Eichverhiltnis 4 ist 
eine positive Ortsfunktion), so kommt statt dessen 

dl —=— ld, wo (46) ip = ap —@ 
ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB sich ap, 
durch geeignete Wahl von A, im Punkte P identisch mit Bezug auf die 
infinitesimale Verschiebung PP’ = (dx;) zu Null machen 1aBt, ist offenbar 
die, daB dip eine lineare Differentialform ist: 
(45’) Lp = pidx;. 
Mit (4 5), (45’) sind die Konsequenzen der an die Spitze gestellten Forderung 
erschopft. — (In der Tat: die (p: sind im Punkte P bestimmte Zahlen. Hat 
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P die Koordinaten x; = 0, so braucht man nur etwa IgA gleich der linearen 
Funktion Sy;x; zu nehmen, um zu erzielen, daB dort di = o wird.) — 
Alle Punkte der Mannigfaltigkeit gleichen einander vollstindig hinsichtlich 
der in ihnen herrschenden Ma8bestimmung und der Natur ihres metrischen 
Zusammenhangs mit. der Umgebung. Doch gibt es, je nachdem 7» gerade 


: n a+ I : 5 
oder ungerade ist, —-+ 1, bzw. verschiedene Arten metrischer 
2 


Mannigfaltigkeiten, die sich durch den Trigheitsindex der metrischen 
Fundamentalform voneinander unterscheiden. Die eine Art, die wir hier 
vorzugsweise im Auge haben, entspricht dem Falle p= 7, g =o (oder 
p=o0, g=2); daneben sind die Falle méglich: p= — 1, g =1 (oder 
= a= — 1) —— 7 — 2, 7 — 2 (Oder p— 2, g==7 — 2), usw. 
Wir fassen zusammen. Die Metrik einer Mannigfaltigkett wird re- 
lativ zu einem Bezugssystem (== Koordinatensystem -++ Eichung) charakte- 
ristert durch zwei Fundamentalformen, eine qguadratische Differentialform 
Q =D Sind aidan und eme lineare dop pee ee sie verhalten sich in- 
variant bei Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem;, bei Abdnderung 
der Eichung nimmt die erste einen Faktor h an, der eine positive stetig- 
differentierbare Ortsfunktion ist, die sweite vermindert sich um das Diffe- 
rential von \g 4. In alle Groen oder Beziehungen, welche metrische Ver- 
haltnisse analytisch darstellen, miissen demnach die Funktionen giz, gz in 
solcher Weise eingehen, da8 Invarianz stattfindet 1. gegeniiber beliebiger 
Koordinatentransformation (» Kovrdinaten-[nvarianz«) und 2. gegeniiber der 
Ersetzung von giz, gz: durch 
7 eisOun 
* Sik, WO Wee! 


letzteres, was fiir eine positive Funktion der Koordinaten 4 auch sein 
mag (» Lich-lnvarianz«), 

Wie wir in § 15 die Anderung eines Vektors bestimmten, der, sich 
selbst parallel bleibend, ein unendlichkleines, von den Linienelementen 
adx;, Ox; aufgespanntes Parallelogramm umfihrt, so haben wir. hier die 
Anderung 4/7 der Mafzahl / einer Strecke bei dem analogen Proze8 zu 


berechnen und finden dafiir aus d7 = — /dip: 
ddl = — dldp — l0dp = lipdg —lddqg, also 
(47) 41 = 0di—ddl=—lAg, wo 
og z og k 
Ap = (0d — dd) p = fudxibxz, fe = ee = = 


ist. Der lineare Tensor 2. Stufe mit den Komponenten /;z kann demnach 
in Analogie zu der in § 15 hergeleiteten » Vektorkriimmung« des affinen 
Raums als » Streckenkriimmung« des metrischen Raums bezeichnet werden. 
Die Gleichung (46) bestiatigt analytisch, daf& er von der Eichung unab- 
hangig ist; er geniigt den invarianten Gleichungen 
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WHE OCR ME 


0x; Oxz 0x, 


Sein Verschwinden ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dap sich jede Strecke von ihrem Ursprungsort in einer vom Wege unab- 
hingigen Weise nach allen Punkten des Raumes verpflanzen lafit. Dies 
ist der von Riemann allein ins Auge gefaBte Fall; ist der metrische Raum 
ein Riemannscher, so hat es einen Sinn, von der gleichen Strecke in den 
verschiedenen Punkten des Raumes zu sprechen, die Mannigfaltigkeit laBbt 
sich so eichen (»Normaleichung«!, da& d@ identisch verschwindet. (In 
der Tat folgt aus fiz==0, daB® dip ein totales Differential, Differential 
einer Funktion lg 4 ist; durch Umeichen mittels des Eichverhaltnisses 4 
1aBt sich dann dip iiberall zu Null machen.) Bei Normaleichung ist im 
Riemannschen Raum die metrische Fundamentalform @Q bis auf einen 
willkiirlichen onstanten Faktor bestimmt, den man durch einmalige Wahl 
einer Streckeneinheit /gleichgiiltig an welcher Stelle, das Normalmeter lift 
sich iiberallhin transportieren) festlegen kann. 

Affiner Zusammenhang eines metrischen Raums. Und nun kommen 
wir zu jener Tatsache. ich méchte sie die Grundtatsache der [nfinitesimal- 
geometrie nennen, welche den Aufbau der Geometrie zu einem wunderbar 
harmonischen Abschlu8 bringt. In einem metrischen Raume 1a8t sich der 
Begriff der infinitesimalen Parallelverschiebung auf eine und nur eine 
Weise so fassen, daf er aufer unserer friiheren Forderung noch die er- 
fiillt (sie ist ja beinahe selbstverstindlich): de2 Parallelverschiebung eines 
Vektors soll auch die durch thn bestimmte Strecke ungedndert bleiben. Das 
der metrischen Geometrie zugrundeliegende Prinzip der infinitesimalen 
Strecken- oder Langeniibertragung bringt also ohne weiteres ein solches 
der Richtungsiibertragung mit sich; ei metrischer Raum tragt von Natur 
einen a finen Lusammenhang. 

Beweis: Wir legen ein Bezugssystem zugrunde. Bei allen Gréfen 
a’, die (vielleicht neben anderen) einen oberen Index, 2, tragen, definieren 
wir das Herunterziehen des Index durch die Gleichungen 

a= Neva 
JI 
und den umgekehrten ProzeB des Heraufziehens durch die dazu inversen 
Gleichungen. Soll der Vektor &’ im Punkte P = (x; durch die zu er- 
klarende Parallelverschiebung nach P’ = (x; -+ dx;) in den Vektor & + a& 
in P” iibergehen: 
as? == — dy,b*, ay, = [teaaee 


so mu8 dabei fiir die Ma8zahl 
= gn bid 
nach der aufgestellten Forderung die Gleichung gelten 
di =—ldp, 
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und das ergibt 


2§:db' + FE dg, —= — (gndih)dp. 
Der erste Term links ist 
= — 26S dy, = — 2b dyin = — FE" (dye + dye); 


also kommt 
ain + dye: = Agen + gud 
oder 


; ee 
(48) ees ee ee + Sik Pr- 


Nehmen wir in dieser Gleichung mit den Indizes z&r die drei zyklischen 
Vertauschungen vor, addieren die beiden letzten und subtrahieren davon 
die erste, so ergibt sich unter Beriicksichtigung des Umstandes, daf die 
T in ihren beiden hinteren Indizes symmetrisch sein miissen, das Resultat 
(98 | kr  O8ie 
NO xz Oa Ox, 


(AQ) melas = + $ (gir Qe + Ser Pi — Sik Pr), 


und daraus bestimmen sich die [”;z gema% der Gleichung 

(50) [ee ee Odcmatigelosts | “7, ——* lgaze- 

Diese Komponenten des affinen Zusammenhangs aber erfiillen alle aut- 
gestellten Forderungen. Mit dem durch sie gegebenen affinen Zusammen- 
hang ist der metrische Raum »von Natur« ausgestattet; und es iibertragt 
sich dadurch auf ihn die ganze Analysis der Tensoren und Tensordichten 
samt allen friiher entwickelten Begriffen wie geodatische Linie, Kriim- 
mung usw. Verschwindet die Kriimmung identisch, so ist der Raum ein 
metrisch-Euklidischer im Sinne des Kap. I. 

Fiir die » Vektorkriimmung« haben wir hier noch eine wichtige addztive 
Zerlegung herzuleiten, durch welche die Streckenkriimmung als ein in 
ihr enthaltener Bestandteil nachgewiesen wird. Das ist ja nur natiirlich, 
da die Vektoriibertragung automatisch die Streckeniibertragung mitvoll- 
zieht. Benutzen wir das auf die Parallelverschiebung beziigliche Symbol 
A = 0d—d0 wie frither, so gilt, wie wir sahen, fiir die Mafzahl / 
eines Vektors &: 

(a7) 4i=—14g, A&E) = — (E849. 
Genau so, wie wir gefunden hatten, da8, wenn /; irgendwelche Ortsfunk- 
tionen sind, 
A f:F) = fiae 
ist, erkennen wir, dab : 
AES) = A gin 5S") = gue ISO + gn Fe AS = 28:45, 
und die Gleichung (47) liefert dann folgendes Ergebnis: setzt man fiir 
den Vektor x = (&): 
At = *AE— Es, 
so erscheint Zz in eine zu Y senkrechte und eine zu x parallele Kom- 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 8 
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ponente */zy baw. — ¢ - 74 p zerspalten. Damit geht eine analoge Zer- 
legung des Kriimmungstensors Hand in Hand: 
(51) Foie = *F pm — Z0pfiz- 
Hier wird man den ersten Bestandteil */ als »Richtungskriimmung« be- 
zeichnen; sie ist erklart durch 
ae = * Foie Ce ae Ax; Oxz. 
DaB *4¢r senkrecht zu x ist, spricht sich in der Formel aus: 
* Fain Sq SP dx: Oxn = *Fapin §* SP dx; 0 xz = 0. 
Das System der Zahlen * /,g;g ist also nicht bloB in bezug auf 7 und 4, 
sondern auch in dem Indexpaar a, f schiefsymmetrisch. Daraus folgt 
noch, da insbesondere 
tage a 

ist. . 

Zusiétze. Wahlt man Koordinatensystem und Eichung in der Um- 


gebung eines Punktes P so, daB sie in P geodatisch sind, dann gilt dort 
(pi = 0, Tz = 0 oder, was nach (48) und (49) auf dasselbe hinauskommt, 


0 tk 
a a a 


Pi == 0: 


die Linearform dy verschwindet in P und die Koeffizienten der quadra- 
tischen Fundamentalform werden stationér; mit andern Worten, es treten 
im Punkte P diejenigen Verhiltnisse ein, die sich im Euklidischen Raum 
durch ein einziges Bezugssytem simultan fiir alle Punkte erreichen lassen. 
Es ergibt sich daraus noch folgende explizite Erklarung der Parallelver- 
schiebung eines Vektors im metrischen Raum: Ein geodiatisches Bezugs- 
system in ? erkennt man daran, daB relativ zu ihm die g; in P ver- 
schwinden und die gj stationire Werte annehmen. Ein Vektor wird vom 
Punkte P nach dem unendlichen benachbarten P’ parallel mit sich ver- 
schoben, indem man seine Komponenten im einem zu P gehorigen geo- 
datischen Bezugssystem ungeandert laBt. (Es gibt stets geoditische Bezugs- 
systeme; die Willkiir in der Wahl eines solchen hat auf den Begriff der 
Parallelverschiebung keinen EinfluB.) 

Da bei einer Translation x; = x;(s) der Geschwindigkeitsvektor 


w= = parallel mit sich fortwandert, gilt fiir sie in der metrischen 
Geometrie: 

a(uzu : : 
(52) We Se) (gue) ae 


as 


Haben in einem Moment die z solche Werte, da& w;u? =o ist (ein Fall, 
der eintreten kann, wenn die quadratische Fundamentalform Q indefinit 
ist), so bleibt diese Gleichung wiahrend der ganzen Translation erhalten; 
die Bahn einer derartigen Translation bezeichnen wir als geodutische 
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WNullinie. Die geodatischen Nullinien dndern sich, wie eine kurze Rechnung 
zeigt, nicht, wenn man, die Mafbestimmung in jedem Punkte festhaltend, 
den metrischen Zusammenhang der Mannigfaltigkeit irgendwie dndert. 
Tensorkalkiil. Zum Begriffe des Tensors gehért es, daB& seine Kom- 
ponenten zur vom Koordinatensystem, nicht von der Eichung abhingig 
sind. In iibertragenem und erweitertem Sinne wollen wir aber von einem 
Tensor auch dann sprechen, wenn eine von Koordinatensystem wad Eichung 
abhangige Linearform vorliegt, die sich beim Ubergang von einem zum 
andern Koordinatensystem in der alten Weise transformiert, bei Abande- 
rung der Eichung aber den Faktor A’ annimmt (A = Eichverhiiltnis); wir 
sagen dann, er sel vom Gewzchte e. So sind die giz die Komponenten 
eines symmetrischen kovarianten Tensors 2. Stufe vom Gewichte 1. Wo 
von Tensoren ohne naheren Zusatz die Rede ist, versteht es sich von 
selbst, da diejenigen vom Gewichte o gemeint sind. Die in der Tensor- 
analysis besprochenen Beziehungen sind von Eichung und Koordinaten- 
system unabhangige Relationen zwischen Tensoren und Tensordichten 
in diesem eigentlichen Sinne. Den erweiterten Tensorbegriff wie auch den 
analogen der Tensordichte vom Gewichte ¢ sehen wir nur als einen 
Hilfsbegriff an, den wir lediglich um seiner rechnerischen Bequemlich- 
keit willen einfiihren. Diese Bequemlichkeit aber beruht darauf, da8 
1) erst in diesem erweiterten Reich das » Jonglieren mit Indizes« méglich 
ist: durch Herabziehen eines kontravarianten Index an den Komponenten 
eines Tensors vom Gewichte ¢ entstehen die hinsichtlich dieses Index kovari- 
anten Komponenten eines Tensors vom Gewichte ¢ + 1; und umgekehrt. 
2) Es bedeute g die Determinante der g;z, noch mit dem Vorzeichen +- 
oder — vyersehen, je nachdem die Anzahl g der negativen Dimensionen gerade 


oder ungerade isi, und Vg die positive Wurzel aus dieser positiven Zahl g; 
dann entsteht aus jedem Tensor durch Multiplikation mit Vg eine Tensor- 


7 


. . {2 ar . . . 
dichte, deren Gewicht um 7 hoher ist; aus einem Tensor vom Gewichte — > 
insbesondere eine Tensordichte im eigentlichen Sinne. Der Beweis be- 


ruht auf der sofort einleuchtenden Tatsache, da8 Vg selber eine skalare 


Dichte vom Gewichte ~ ist. Die Multiplikation mit Vg deuten wir stets 
dadurch an, da wir den zur Bezeichnung einer GroBe verwendeten la- 
teinischen Buchstaben in den entsprechenden deutschen verwandeln. — 
Da in der Riemannschen Geometrie durch Normaleichung die quadratische 
Fundamentalform Q vollstindig bestimmt ist (von dem willkiirlichen 2on- 
stanten Faktor braucht nicht weiter die Rede zu sein), fallt hier der 
Unterschied des Gewichts von Tensoren hinweg; da sich dann jede Gréfe, 
die durch einen Tensor darstellbar ist, auch durch diejenige Tensordichte 
reprasentieren laft, die aus ihm durch Multiplikation mit Vg entspringt, 
verwischt sich dort der Unterschied zwischen Tensoren und Tensor- 
dichten (ebenso wie der zwischen kovariant und kontravariant), Daher ist 
es verstandlich, wenn lange Zeit das Eigenrecht der Tensordichten neben 
den Tensoren nicht zur Geltung gekommen ist. 
S* 
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Der Tensorrechnung bedienen wir uns in der Geometrie hauptsachlich 
zum internen Gebrauch, d.h. zur Herstellung von Feldern, die invariant 
aus der Metrik selber entspringen. Dafiir ein paar Beispiele, die spater 
von groBer Wichtigkeit werden! Die metrische Mannigfaltigkeit sei (3 + 1)- 
dimensional und demnach — g die Determinante der g;z. In diesem Raum 
ist (wie in jedem andern) die Streckenkriimmung mit den Komponenten 
fre ein lineares Tensorfeld 2. Stufe im eigentlichen Sinne. Aus ihm ent- 
springt der kontravariante Tensor / vom Gewichte — 2, der wegen seiner 
von o verschiedenen Gewichtszahl ohne wirkliche Bedeutung ist; aber 


durch Multiplikation mit Vg erhalten wir in f* eine lineare Tensordichte 
2. Stufe im eigentlichen Sinne. 

(53) - == if {* | 

ist die einfachste skalare Dichte, die sich bilden laBt, und Stax also die 


einfachste, mit der Metrik einer (3 ++ 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
verkniipfte Integralinvariante. Hingegen ist das in der Riemannschen 


Geometrie als »Volumen« auftretende Integral Wh Vedx in der allgemeinen 


Geometrie véllig bedeutungslos. Aus f kénnen wir noch durch Diver- 
genz die Stromstiirke (Vektordichte) : 


i 
che 
Ox: 
erzeugen. — In der Physik aber benutzen wir die Tensorrechnung, nicht 


um den metrischen Zustand, sondern um physikalische Zustandsfelder z 
metrichen Raum, wie z. B. das elektromagnetische, zu beschreiben und 
ihre Gesetze aufzustellen. Nun wird sich freilich am letzten Ziel unserer 
Untersuchung herausstellen, daB diese Unterscheidung zwischen Geometrie 
und Physik ein Irrtum ist, daB die Physik gar nicht iiber die Geometrie 
hinausragt; die Welt ist eine (3 -+ 1)-dimensionale metrische Mannig- 
faltigkeit, und alle in ihr ‘sich abspielenden physikalischen Erscheinungen 
sind nur Auferungsweisen des metrischen Feldes; insbesondere ist der 
affne Zusammenhang der Welt nichts anderes wie das Gravitationsfeld, 
die in ihr herrschende Metrik aber bringt den Zustand des die Welt er- 
fiillenden »Athers« zum Ausdruck; selbst die Materie bleibt von dieser 
Geometrisierung nicht verschont und verliert den Charakter einer behar- 
renden Substanz. Es bewahrheitet sich, was Clifford bereits 1875 in einem 
Artikel der Fortnightly Review mit merkwiirdiger Bestimmtheit voraussagte: 
The theory of space-curvature hints at a possibility of describing matter 
and motion in terms of extension only. 

Doch das ist jetzt noch Zukunftsmusik; vorerst bleiben wir dabei, 
die physikalischen Zustiinde als Fremdzustinde im Raume zu betrachten, 
Nachdem der Aufbau der Infinitesimalgeometrie abgeschlossen ist, sammeln 
wir im nachsten Paragraphen noch eine Reihe von Bemerkungen iiber den 


Spezialfall des Riemannschen Raumes und allerlei Formeln, von denen 
spater Gebrauch zu machen sein wird. 
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$17. Bemerkungen tiber den Spezialfall des 
Riemannschen Raums. 


Die allgemeine ‘Tensoranalysis ist bereits in der Euklidischen Geo- 
metrie von grogem Nutzen, wenn man Rechnungen nicht in einem Car- 
tesischen oder affinen, sondern in einem krummlinigen Koordinatensystem 
durchzufiihren hat, wie das in der mathematischen Physik hiufig der Fall 
ist. Um diese Verwendung des Tensorkalkiils zu illustrieren, wollen wir 
die Grundgleichungen fiir das elektrostatische Feld und das Magnetfeld 
stationdrer Stro6me hier in allgemeinen krummlinigen Koordinaten hin- 
schreiben. 

Es seien zunachst ££; die Komponenten der elektrischen Feldstirke 
m einem Cartesischen Koordinatensystem; indem man die von der Wahl 
des Cartesischen Koordinatensystems x,«,«, unabhingige quadratische und 
lineare Differentialform 


as° == dx,--ax,-+-ax4,, bzw. £,dx,-+ #,dx, + H,dx, 
auf beliebige krummlinige (wiederum mit x; bezeichnete) Koordinaten 
transformiert, m6gen sie iibergehen in 
OS == 07, 0K: OLE und Ei; ax;. 
Dann sind /; in jedem Koordinatensystem die Komponenten desselben 


kovarianten Vektorfeldes. Aus ihm bilden wir eine Vektordichte mit den 
Komponenten 


G=Vg-g*k, (g =|g)). 
Das Potential — gp transformieren wir als einen ‘Skalar auf die neuen 


Koordinaten; die Dichte @ der Elektrizitét aber definieren wir durch die 
Festsetzung, da die in irgend emem Raumstiick enthaltene elektrische 


Ladung = fodx,dx,dx, sel; dann ist @ kein Skalar, sondern eine ska- 
lare Dichte. Die Gesetze lauten: 


op ee  wslape as 
fi Sean bzw. se, eS fo) 


(54) cea 


Ox; 
und G} = £,6*—i0?6, wo G=Z,&, 


sind die Komponenten einer gemischten Tensordichte 2. Stufe, der Span- 
nung. — Zum Beweise geniigt die Bemerkung, da’ diese Gleichungen, 
so wie wir sie hingeschrieben haben, absolut invarianten Charakter be- 
sitzen, fiir ein Cartesisches Koordinatensystem aber in die friiher auf- 
gestellten Grundgleichungen tibergehen. 

Das Magnetfeld stationérer Stréme hatten wir in den Cartesischen 
Koordinatensystemen durch eine invariante schiefsymmetrische Bilinear- 
form /7;,d@x;0x, charakterisiert. Indem wir sie auf beliebige krummlinige 
Koordinaten transformieren, erhalten wir in 47;z die gegeniiber beliebigen 
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Koordinatentransformationen kovarianten Komponenten eines linearen Ten- 
sorfeldes 2. Stufe, des »Magnetfeldes«. Ahnlich ermitteln wir die Kom- 
ponenten g; des Vektorpotentials, als eines kovarianten Vektorfeldes, in 
einem beliebigen krummlinigen Koordinatensystem. AufSerdem fiihren wir 
eine lineare Tensordichte 2. Stufe ein durch die Gleichungen 


o* = Ve- git 8 H, B- 


Die Gesetze lauten dann 


Op:  OGe On , Hn , Hin __ 
Hit 5 eye eae ue) a 
/ ik 
(55) Uae 
Oxz% 


ey, oe 
Gi =H," —306, S = An h*. 
8* sind die Komponenten einer Vektordichte, der »elektrischen Strom- 


starke«; die Spannungen ©? haben den gleichen Invarianzcharakter wie 
im elektrischen Felde. — Man spezialisiere diese Formeln z. B. fiir den 
Fall der Kugel- und Zylinderkoordinaten; das ist ohne weitere Rech- 
nungen méglich, sobald man den Ausdruck von ds*, des Abstandsquadrats 
zweier Nachbarpunkte, in jenen Koordinaten besitzt, den man durch eine 
einfache infinitesimal-geometrische Betrachtung gewinnt. 

Von gréferer prinzipieller Wichtigkeit ist aber dies, daB wir in (54) 
und (55) die Grundgesetze des stationaren elektromagnetischen Feldes 
bereit haben fiir den Fall, daB wir aus irgendwelchen Griinden gendtigt 
waren, die Euklidische Geometrie fiir den physikalischen Raum aufzugeben 
und durch eine Riemannsche Geometrie mit anderer metrischer Fundamental- 
form zu ersetzen. Denn auch unter solchen allgemeineren geometrischen 
Verhaltnissen stellen unsere Gleichungen wegen ihrer invarianten Natur 
»objektivec, von jedem Koordinatensystem unabhingige Aussagen iiber 
den gesetzméBigen Zusammenhang zwischen Ladung, Strom und Feld dar, 
DaB sie die natiirliche Ubertragung der im Euklidischen Raum giiltigen 
Gesetze des stationiren elektromagnetischen Feldes sind, dariiber ist kein 
Zweifel modglich; ja, es ist geradezu wunderbar, wie einfach und zwanglos 
diese Ubertragung sich aus dem allgemeinen Tensorkalkiil ergibt. Die 
Frage, ob der Raum Euklidisch ist oder nicht, ist véllig irrelevant fiir 
die Gesetze des elektromagnetischen Feldes. Die »Euklidizitit« driickt 
sich in allgemein-invarianter Form durch Differentialgleichungen 2. Ordnung 
fiir die giz aus (Verschwinden der Kriimmung), in diese Gesetze gehen aber 
nur die giz und deren 1. Ableitungen ein. — Eine derartig einfache Uber- 
tragung ist aber, wohlgemerkt, nur fiir die Mahewirkungsgesetze méglich. 
Die Herleitung der dem Coulombschen und dem Biot-Savartschen  ent- 
sprechenden Fernwirkungsgesetze aus diesen Nahewirkungsgesetzen ist eine 
rein mathematische Aufgabe, die im wesentlichen auf Folgendes hinaus~ 
kommt: An die Stelle der gewéhnlichen Potentialgleichung 7p = o tritt 
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in der Riemannschen Geometrie als ihre invariante Verallgemeinerung — 
siehe (54) — die Gleichung 

d a OP 

aes er LN a AS 

Ox; (2 3 ) i, 
d. i. eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Koeffizienten 
aber keine Konstanten mehr sind. Von ihr ist die an einer beliebig vor- 
gegebenen Stelle unendlich werdende »Grundlésung« zu ermitteln, welche 


der Grundlosung = der Potentialgleichung entspricht; deren Bestimmung 


ist ein schwieriges mathematisches Problem, das in der Theorie der par- 
tiellen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung behandelt wird. Die- 
selbe Aufgabe stellt sich auch schon bei Beschrankung auf den Euklidi- 
schen Raum ein, wenn -man statt der Vorginge im leeren Raum die in 
einem inhomogenen Medium (z. B. in einem Medium mit Ortlich verinder- 
licher Dielektrizitatskonstante) zu untersuchen hat. 

Nicht so giinstig steht es mit der Ubertragung der elektromagnetischen 
Gesetze, wenn sich der wirkliche Raum als ein metrischer von noch all- 
gemeinerer Natur, als es Riemann annahm, herausstellen sollte. Dann 
diirfen wir namlich ebensowenig wie von den Strecken von Strom und 
Ladung die Moéglichkeit einer vom Orte unabhingigen Eichung voraus- 
setzen, Es ist unfruchtbar, diesen Gédanken weiter zu verfolgen; die 
wahre Losung des Problems liegt nach den Andeutungen am SchluB des 
vorigen Paragraphen ja doch in ganz anderer Richtung. 

Machen wir lieber tiber den Spezzalfall des Riemannschen Raums noch 
einige Bemerkungen! Die Mafeinheit (das cm) sei ein fiir allemal fest 
gewahlt (natiirlich als die gleiche an allen Orten); dann ist seine Metrik 
beschrieben durch eine invariante quadratische Differentialform gizdx;dx,z 
oder, was dasselbe besagt, ein kovariantes symmetrisches Tensorfeld 
2. Stufe. In den Formeln der allgemeinen’ metrischen Geometrie sind 
iiberall die GréBen @;, die jetzt =o sind, zu streichen. So bestimmen 
sich die Komponenten des affinen Zusammenhangs, die hier » Christo ffelsche 


Pik : 
Dretindizessymbole« hei®en und mit . bezeichnet zu werden pflegen, aus 


ik s [9S er se) ia é |’ ‘| 
6 — = ; Ses : 
(56) | (5 25 ox; Oxy)” r Oa hee 
(Wir fiigen uns diesem Brauch, so schlecht sich die Bezeichnungsweise 


unsern Regeln iiber Indexstellung anpaBt, um die Ubereinstimmung mit 
der Literatur aufrecht zu erhalten.) 


Fiir spitere Rechnungen notieren wir die folgenden Formeln 
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(ge gtk F ly : 

(57”) moe a(Ve- sg) + oF gtk gi | gik = 

. Ve 0x, z r 

- Sie gelten, weil Vg eine skalare, ) g-gi# eine Tensordichte ist und daher nach den 

Regeln der Tensordichten-Analysis die mit Yg multiplizierten linken Seiten dieser 

Gleichungen ebenfalls Tensordichten sind. Benutzen wir aber ein im Punkte P geo- 
5% 

datisches Koordinatensystem Cs = 0}, so wird alles zu Null; folglich gelten die 
Xr 


i 


Gleichungen wegen ihres invarianten Charakters auch in jedem andern Koordinaten- 


system, Ferner ist 


dg dVg 


(58) = = ghdg;z, St gtk dg, - 
g Ve 


Denn das totale Differential einer Determinante von 2? (unabhangig veranderlichen) 
Elementen g,, ist = Gidg,,, wo G die zum Element g;, gehérige Unterdetermi- 


nante bedeutet. — Ist t” (= (2) irgendein symmetrisches System von Zahlen, so 
ist stets F 
(59) t dg = ty dg. 
Denn aus 
Bij gh = OF 
folgt 
oi dgik = — gik dg; 


Multipliziert man diese Gleichungen mit e 1, (die Bezeichnung ist nicht mifizuverstehen, da 


: 7 ki : 
Y,=sut =syt = ty), 
so ergibt sich die Behauptung. Insbesondere kann man statt (58) auch schreiben 


ag 
(58/) oh a dotk , 
5 g Sip S 


Die kovarianten Kriimmungskomponenten Rupik geniigen im Riemannschen Raum, 


in welchem wir den Buchstaben & statt / verwenden, den Symmetriebedingungen: 


Rupei = — Rapin Reaik = — Rapiz» 
Ropikt Roikp + Roe B: Tes 
(denn die >Streckenkriimmung« verschwindet). Es ist leicht zu zeigen, daf} aus ihnen 
noch die weitere folgt?) 
Kizap = Rapin: 
Diese Bedingungen zusammen lehren nach einer Bemerkung auf S. 51, da der 


Kriimmungstensor vollstindig charakterisiert werden kann durch die von einem will- 
ktirlichen Flachenelement abhingige quadratische Form 
qKupiz Sap IX iz (Say, = dx; 0x, — dx, 0x). 

Dividiert man sie durch das Quadrat der Gréfe des Flachenelements, so hangt der 
Quotient nur von dem Verhiltnis der Jx,,, d. i. der Stellung des Flachenelements 
ab; diese Zahl nennt Riemann die Kriimmung des Raumes an der Stelle P in der 
betreffenden Flichenrichtung. Im zweidimensionalen Riemannschen Raum (auf einer 
Flache) gibt es nur eine Flichenrichtung, und der Tensor reduziert sich auf einen 
Skalar (Gauhsche Kriimmung). In der Einsteinschen Gravitationstheorie wird der ver- 
jtingte Tensor 2. Stufe 


ct 
Rak =e Riz» 
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der im Riemannschen Raum symmetrisch ist, von Wichtigkeit; seine Komponenten 
lauten ) 

(i d ’) iy i ke y j 
(60) Ry= 5 eRe [ Be tk) [rs eae Rs 

a ae Oxy | 7 (ai ea s r 
Nur der zweite Term auf der rechten Seite lift hier die Symmetrie in bezug auf i 
und & nicht unmittelbar erkennen; er ist aber nach (57) 


x 97 (Ig 9) 


=F ae ; 

Endlich kénnen wir durch abermalige Verjiingung noch den Kriimmungs-Skalar 
ee kay 

bilden. — Im allgemeinen metrischen Raum driickt sich der analog gebildete Kriim- 


mungsskalar # durch den nur von den yg, abhingigen Riemannschen Ausdruck 2, 
der dort keine selbstiindige Bedeutung hat, wie eine leichte Rechnung lehrt, folgen- 
dermafen aus: 

1 (Veq’) (#—1)(2—2) d 
a oc (P; #). 

ER MEE a 
F ist ein Skalar vom Gewichte —1. In einem Gebiet, in welchem F + 0 ist, kann 
man daher durch die Gleichung “= konst. eine Lingeneinheit festsetzen. Das ist 
merkwiirdig, da es in einem gewissen Gegensatz steht zu der urspriinglichen Auf- 
fassung der Lingeniibertragung im allgemeinen metrischen Raum, nach welcher ein 
direkter Fernvergleich yon Lingen nicht médglich sein soll; man beachte aber, dafs 
das hier erwihnte Lingenmals abhangig ist von den Kriimmungsverhiltnissen der 
Mannigfaltigkeit. (Im Grunde ist die Existenz einer solehen ausgezeichneten einheit- 
lichen Eichung ebensowenig verwunderlich wie die Méglichkeit, in eimem Riemann- 
schen Raum gewisse auf Grund der Metrik ausgezeichnete Koordinatensysteme einzu- 
fiihren.) Das mit dieser Liangeneinheit gemessene »Volumen« wird durch das 


(61) f= R—(n— 1 


invariante Integral 
(62) SV oF dx 
dargestellt. 

Im metrischen Raum gilt fiir zwei Vektoren §, 7° bei Parallelver- 
schiebung 

a(S:9%) + (5:7) dp = 0, 

im Riemannschen fallt das zweite Glied weg. Daraus folgt, da sich 
im Riemannschen Raum die Parallelverschiebung eines kontravarianten 
Vektors & in den Groen §; = giz§* genau so ausdriickt wie die Parallel- 
verschiebung eines kovarianten Vektors in seinen Komponenten §;: 


dé; = { aXe &3 =o oder aé; —s [5 Jones = 0, 
B p 
Fiir eine Translation gilt demnach 
au; I 0 £0 : aX; : 
(63) 7A oe — ue uP = 0 (« ree uw); 


denn es ist — Gl. (48) — 
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und daher fiir irgend ein symmetrisches System von Zahlen {85 


1 Sap | [t= fat 
(64) hare ee ee By? 


Da die Mafzahl des Geschwindigkeitsvektors wahrend der Translation 


ungeindert bleibt, gilt 
(65) Sik ae = u;u = konst. 


Setzen wir die metrische Fundamentalform der Einfachheit halber als 
positiv-definit voraus, so kommt jeder Kurve «;= +;(s) [2s = J\reme 
(von der Parameterdarstellung unabhangige) Lange zu: 


— DNa ve 
[Voas (c TG so 
a 
Benutzt man die Bogenlinge selbst als Parameter, so wird Q@ = 1. Die 
Gleichung (65) sagt aus, daB eine Translation ihre Bahnkurve, die geo- 
ditische Linie, mit konstanter Geschwindigkeit durchlauft, daB namlich 
der Zeitparameter s der Bogenlainge proportional ist. Die geodatische 
Linie besitzt im Riemannschen Raum nicht nur die Differentialeigenschaft, 
ihre Richtung unveraindert beizubehalten, sondern auch de Jntegraleigen- 
schaft, dap jedes Stiick von thr kiirzeste Verbindungslinie seines Anfangs- 
und Endpunktes ist. Doch ist diese Aussage nicht ganz wortlich zu ver- 
stehen, sondern in demselben Sinne, wie wir etwa in der Mechanik sagen, 
dag im Gleichgewicht die potentielle Energie ein Minimum ist, oder von 
einer Funktion f(xy) zweier Variablen sagen, sie habe dort ein Minimum, 
wo ihr Differential 


Law Lay 


if =F any 
identisch in dx, dy ee a es in Wahrheit heiBen muB, 
daB sie dort einen »stationiéren« Wert annimmt, der sowohl ein Minimum 
wie ein Maximum wie auch ein »Sattelwert« sein kann. Die geodatische 
Linie ist nicht notwendig eine Kurve kiirzester, wohl aber eine Kurve 
stationérer Linge. Auf der Kugeloberfliche z. B. sind die gro8ten Kreise 
die geodatischen Linien; nehmen wir auf einem solchen Kreis zwei Punkte 
A und BZ an, so ist der kleinere der beiden Bogen 4B zwar in der Tat 
ktirzeste Verbindungslinie von 4 und #; aber auch der andere Bogen 
ist eine geodatische Verbindungslinie von 4 und B, er hat nicht kiirzeste, 
sondern stationire Linge. — Wir benutzen diese Gelegenheit, um in 
strenger Form das Prinzip der unendlichkleinen Variation darzulegen. 
Gegeben sei eine beliebige Kurve in Parameterdarstellung 


x; == x;z(s), (¢@Ss5 3) 
die » Ausgangskurve«. Um ‘sie mit Nachbarkurven zu vergleichen, be- 
trachten wir ferner eine beliebige einparametrige Kurvenschar 

xi = mi(s3 6) (@SsSo) 
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Der Parameter ¢ variiert in einem Intervall um ¢ = 0; 4;(s; ¢) sollen 
Funktionen sein, die sich fiir ¢ = 0 auf x;({s) reduzieren. Da alle Kurven 
der Schar den gleichen Anfangspunkt mit dem gleichen Endpunkt ver- 
binden sollen, sind x;(a; ¢) und x;(6; ¢) unabhangig von ¢. Die Lange 
einer solchen Kurve ist gegeben durch 


b 
L(s) =f[V Cas. 
Wir nehmen noch an, daf s fiir die Ausgangskurve die Bogenlinge be- 


‘ : ae aX; 
deutet, somit Q@ = 1 ist fiir ¢ =o. Die Richtungskomponenten ae ftir 


die Ausgangskurve ¢€ = o médgen mit w bezeichnet werden. Wir setzen 
ferner 


ax; mee 4 ae a: 
e(F) =F) = om, 


das sind die Komponenten der »unendlich kleinen« Verschiebung, durch 
welche die Ausgangskurve in die einem unendlich kleinen Wert von é 
entsprechende »variiertee Nachbarkurve iibergeht; sie verschwinden an 
den Enden. 

aL 

é (7) e= Owe 

dé} exo 
ist die zugehdrige Variation der Linge. OZ = oo ist die Bedingung da- 
fiir, dafs die Ausgangskurve in der Kurvenschar stationare Lange besitzt. 
Wenden wir das Zeichen 0Q im gleichen Sinne an, so ist 


b b 
(66) l= f “Cds = f'bQds, 
e 2VO . 
da fiir die Ausgangskurve QQ =—1 ist. Es gilt 
AQ 9gep EX: aXe Axp ax, a’ x; 


fiw hen dh gk Ge V2 7h TPE 


und also (im zweiten Glied werden »Variation« und »Differentiation<, 
d. h. die Differentiationen nach ¢ und s vertauscht) 
Zap ak 
O60 = SE ut uh Et oy uP. 
Q dx; & =f Stk ds 
Setzen wir dies in (66) ein und formen das zweite Glied durch eine 
partielle Integration um unter Beriicksichtigung des Umstandes, da8 die 
&* an den Enden des Integrationsintervalls verschwinden, so kommt 


3 
: 0Sap au;\ ,.. 
— Eg a 4/8 z : 
OL f¢ ee ue" ub fo Cady 


Die Bedingung 0Z =o ist demnach dann und nur dann fiir jede be- 
liebige Kurvenschar erfiillt, wenn (63) gilt. In der Tat, ware fiir einen 
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Wert s = s, zwischen a und 4 einer dieser Ausdriicke, z. B. der erste 
(¢ = 1) von o verschieden, etwa >, so kann man um 5, ein so kleines 
Intervall abgrenzen, daf in ihm jener Ausdruck durchweg > 0 bleibt. 
Wablt man fiir &* eine nicht-negative Funktion, welche auBerhalb dieses 
Intervalls verschwindet, alle iibrigen & aber = 0, so kommt ein Wider- 
spruch zu der Gleichung 0Z = o zustande. 

Aus dem Beweise “geht noch hervor, daB eine Zrans/ation unter allen 
denjenigen Bewegungen, welche wahrend derselben Zeit a S sS 6 vom 


selben Anfangspunkt zum selben Endpunkt fiihren, durch die Eigenschaft 


b 
ausgezeichnet ist, dem Integral if Qds einen stationaren Wert zu erteilen. — 
a 


Es wird manchen (trotz redlicher Bemiihungen des Verfassers um 
anschauliche Klarheit) entsetzt haben, von welcher Sintflut von Formeln 
und Indizes hier der leitende Gedanke der Infinitesimalgeometrie iiber- 
schwemmt wurde. Es ist gewif bedauerlich, daB wir uns um das rein 
Formale so ausfiihrlich bemiihen und ihm einen solchen Platz einrdéumen 
miissen; aber es liBt sich nicht vermeiden. Wie jeder Sprache und Schrift 
miihsam erlernen muff, ehe er sie mit Freiheit zam Ausdruck seiner Ge- 
danken gebrauchen kann, so ist auch hier der einzige Weg, den Druck 
der Formeln von sich abzuwalzen, der, das Werkzeug der Tensoranalysis 
so in seine Gewalt zu bringen, da’ man sich durch das Formale unbe- 
hindert den wahrhaften Problemen zuwenden kann, die uns beschaftigen: 
Einsicht in das Wesen von Raum, Zeit und Materie zu gewinnen, sofern 
sie am Aufbau der objektiven Wirklichkeit beteiligt sind. Fiir den, der 
auf solche Ziele aus ist, miibte es eigentlich heiBen: das Mathematische 
versteht sich immer von selbst. Bevor wir nun, nach langwierigen Vor- 
bereitungen und beendeter Ausriistung, die Fahrt antreten ins Land der 
physikalischen Erkenntnis, auf den Wegen, die das Genie Einsteins uns 
gewiesen hat, wollen wir noch zu einer vertieften Auffassung der Raum- 
metrik vorzudringen suchen. Es handelt sich darum, die innere Notwen- 
digkeit und Einzigartigkeit der metrischen Struktur, wie sie im Pytha- 
goreischen Gesetz zum Ausdruck kommt, zu begreifen. 


§ 18. Gruppentheoretische Auffassung der Raummetrik. 


Wahrend die Natur des affinen Zusammenhangs uns keine Ratsel mehr 


aufgibt — die an den Begriff der Parallelverschiebung gestellte Forderung 
auf S. ror, welche sie als eine Art wngednderter Verpflanzung charakterisiert, 
bestimmt diese Natur véllig eindeutig —, haben wir hinsichtlich der 


Metrik noch keinen Standpunkt iiber der Erfahrung gewonnen. Daf sie 
gerade durch eine quadratische Differentialform beschrieben wird, war als 
Tatsache hingenommen, aber nicht verstanden. Schon Riemann wies 
darauf hin, da als metrische Fundamentalform, zunachst mit demselben 
Recht, eine homogene Funktion 4. Ordnung der Differentiale oder auch 
irgend eine anders gebaute Funktion erwartet werden k6nnte, die nicht 
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einmal rational von den Differentialen abzuhiingen brauchte. Aber selbst 
da diirfen wir noch nicht Halt machen. Das, was urspriinglich und all- 
gemein die Metrik in einem Punkte P bestimmt, ist die Gruppe der 
Drehungen; die metrische Beschaffenheit der Mannigfaltigkeit im Punkte P 
ist bekannt, wenn man weif, welche unter den linearen Abbildungen des 
Vektorkorpers (d. 1. der Gesamtheit aller Vektoren) im Punkte P auf sich 
selbst kongruente Abbildungen sind. Es gibt soviele verschiedene Arten 
von Mafbestimmungen, als es wesentlich verschiedene Gruppen linearer 
Transformationen gibt (wobei wesentlich verschieden solche Gruppen 
sind, die sich nicht blo®B durch die Wahl des Koordinatensystems von- 
einander unterscheiden). Fiir die bisher allein untersuchte Pythagoreische 
Metrik besteht die Gruppe der Drehungen. aus allen linearen Transfor- . 
mationen, welche die quadratische Fundamentalform in sich iiberfiihren. 
Aber an sich brauchte die Drehungsgruppe iiberhaupt keine Invariante 
(d. i. eine, von einem einzigen willkiirlichen Vektor abhaingige Funktion, 
die bei allen Drehungen ungedndert bleibt) zu besitzen. 

Uberlegen wir uns, welche Forderungen wir natiirlicherweise an den 
Begriff der Drehung zu stellen haben! In einem einzelnen Punkte kénnen, 
solange die Mannigfaltigkeit noch keine MaS8bestimmung trigt, nur die 
n-dimensionalen Parallelepipede ihrer GréBe nach miteinander verglichen 
werden. Sind a;(¢ == 1, 2, ..., ~) beliebige Vektoren, die sich aus den 
zugrunde gelegten Einheitsvektoren e; nach den Gleichungen 


= ae ez 
bestimmen, so ist die Determinante der az , welche nach GraBmann zweck- 
maBig mit 
[a, UB eon a, | 
[e, (ey eae Cn 
bezeichnet wird, definitionsgemaé8 das Volumen des von den xz Vektoren a; 
aufgespannten Parallelepipeds. Bei Wahl eines andern Systems von Ein- 


heitsvektoren ¢; multiplizieren sich alle Volumina mit einem gemeinsamen 
konstanten Faktor, wie aus dem »Multiplikationssatz der Determinanten« 


Noes is AC Cer CA eal 
ie Canes en [@, e, in Slit en fexe : a en] 


hervorgeht; die Volumina sind also nach Wahl einer MaSeinheit eindeutig 
und unabhingig vom Koordinatensystem bestimmt. ie Drehung mup 
offenbar, da sie den Vektorkirper »nicht verandern« soll, eine volumtreue 
Abbildung sein. Die Drehung, durch welche der Vektor y = (&) all- 


gemein iibergeht in ¢ = (&), werde dargestellt durch die Gleichungen 
Sc a oder fee ea eee 
Die Determinante der Drehungsmatrix (a) wird dann gleich 1 ausfallen. — 


Betrifft diese Forderung die eimze/éne Drehung, so haben wir von ihrer 
Gesamtheit zu verlangen, da sie —- im Sinne der auf S. 8 gegebenen 
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Definition — eine Gruppe bilden. Es handelt sich dabei um eine on- 
tinuierliche Gruppe, d.h. die Drehungen sind die Elemente einer mehr- 
dimensionalen stetigen Mannigfaltigkeit. 

Gehen wir in der Darstellung einer linearen Vektorabbildung durch 
ihre Matrix 4 = (a%,) von einem Koordinatensystem (e;) zu einem andern (e;) 
iiber vermége der Gleichungen 


(67) Ur = ee, 


so verwandelt sich A in UAU-!(U- bedeutet die Inverse zu U, UU~* 
und U-'U sind gleich der Identitat #). In eine gegebene Matrixgruppe & 
kann also jede solche Gruppe durch geeignete Abinderung des Koordinaten- 
systems iibergefiihrt werden, welche aus © dadurch entsteht, da® man auf 
jede Matrix G von & die Operation UGU-' anwendet (mit demselben UV 
fiir alle G); von einer derartigen Gruppe V@U-* wollen wir sagen, sie 
sei von der gleichen Art wie © (oder sie unterscheide sich von © nur 
durch ihre Orientierung). Ist & die Gruppe der Drehungsmatrizen in P 
und U®U- identisch mit © (keineswegs braucht dabei jedes einzelne G 
durch die Operation VUGU-* wieder in G tiberzugehen, sondern es ist 
nur gefordert, da8 mit G immer auch UGU-* zu © gehdrt), so driickt 
sich die Metrik in zwei Koordinatensystemen (67), die durch U ausein- 
ander hervorgehen, in der gleichen Weise aus; U ist eine Abbildung des 
Vektorkérpers auf sich selbst, welche alle metrischen Beziehungen unge- 
andert la8t. Das ist der Begriff der ahnlichen Abbildung. © ist in der 
Gruppe ©* der dhnlichen Abbildungen als Untergruppe enthalten. 

Von der Metrik im einzelnen Punkte kommen wir jetzt zum »metrischen 
Zusammenhang«. Der metrische Zusammenhang des Punktes /, mit seiner 
unmittelbaren Umgebung ist bekannt, wenn man weif, wann eine lineare 
Abbildung des Vektorkérpers in P, = (x?) auf den Vektorkérper in irgend 
einem unendlich benachbarten Punkte P = («?-++ dx;) eine hongruente 
Verpflanzung ist. Mit A ist jede Abbildung 4G,, die dem 4 eine Drehung 
G, in P, voraufgehen 14Bt, gleichfalls eine kongruente Verpflanzung; und 
zwar erhalten wir so aus einer, A, alle méglichen kongruenten Verpflan- 
zungen des Vektorkorpers von FP, nach /, indem wir G, die zu P, ge- 
horige Drehungsgruppe ©, durchlaufen lassen. Betrachten wir den zum 
Zentrum /, gehorigen Vektorkérper in zwei zueinander kongruenten Lagen, 
so werden diese durch dieselbe kongruente Verpflanzung A in zwei kon- 
gruente Lagen in P tibergehen; daher ist die Drehungsgruppe © in P 
gleich 4@,A~*. Aus dem metrischen Zusammenhang ergibt sich also, 
da8 die Drehungsgruppe in P sich von der in A, nur durch die Orien- 
tierung unterscheidet. Und wenn wir stetig vom Punkte P, zu irgend 
einem Punkte der Mannigfaltigkeit iibergehen, so erkennen wir daraus 
weiter, da die Drehungsgruppen in allen Punkten der Mannigfaltigkeit 
von der gleichen Art sind; in dieser Hinsicht herrscht also Homogenitit. 

Die einzigen kongruenten Verpflanzungen, die wir in Betracht ziehen, 
sind solche, bei welchen die Vektorkomponenten §? Anderungen d& er- 
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fahren, die unendlich klein sind von der gleichen Ordnung wie die Ver- 
schiebung des Zentrums /,: 
dk = diy. &*. 
Fiir zwei solche Verpflanzungen Z und MZ von P, nach P, die eine mit 
den Koeffizienten di/%,, die andere mit den Koeffizienten dui, ist dann 
die Drehung J7Z-* gleichfalls infinitesimal; sie wird dargestellt durch die 
Formel 
(68) dk —da,-* mit daz = du: — die. 
Es wird natiirlicherweise folgendes gelten: die Hintereinander-Ausfiihrung 
einer infinitesimalen kongruenten Verpflanzung durch die Verschiebung (@x;) 
des Zentrums P, und einer solchen durch die Verschiebung (dx;) gibt 
eine kongruente Verpflanzung, welche durch die resultierende Verschiebung 
dx;-+ 0x; des Zentrums bewirkt wird (mit einem Fehler, der unendlich- 
klein ist gegeniiber der Gré®e der Verschiebungen). Ist also fiir den 
Ubergang 
VOU (0.45 ee me,,) Zim, Punktesiy. 6, #5, 2 °> «;)x2) 
um das unendlichkleine Stiick ¢ in Richtung der ersten Koordinatenachse 
HEE SON Net 
eine kongruente Verpflanzung, und haben Aj,,, ..., Aj,, die entsprechende 
Bedeutung fiir die Verschiebungen von P, in Richtung der 2. bis 2°" Ko- 
ordinate, so wird fiir eine beliebige Verschiebung mit den Komponenten 
dx; durch die Gleichung 
(69) a& = Nz, dx, » &* 
eine kongruente Verpflanzung geliefert. 

Unter den verschiedenen Arten metrischer Raéume wollen wir nun 
durch innere einfache Eigenschaften die eine kennzeichnen, zu welcher 
nach Pythagoras-Riemann der wirkliche Raum gehort. Die mit dem Ort 
sich nicht verindernde Art der Drehungsgruppe stellt eine Eigenschaft 
vor, welche dem Raum als Form der Erscheinungen anhaftet; sie charak- 
terisiert das metrische Wesen des Raumes. Durch das Wesen des Raumes 
nicht bestimmt ist aber der metrische Zusammenhang von Punkt zu Punkt *) 
und damit die gegenseitige Orientierung der Drehungsgruppen in den ver- 
schiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit. Dieser ist vielmehr abhangig 
von der materiellen Erfiillung, an sich also frei und beliebiger virtueller 
Verdnderungen fahig. Daf er keiner Einschréinkung unterliegt, formulieren 
wir als erstes Axiom: 

I. Das Wesen des Raumes lapt jeden moiglichen metrischen Zusammen- 
hang %u. 

Moglich ist im Raume demnach ein solcher metrischer Zusammenhang 
des Punktes P, mit den Punkten seiner Umgebung, dai die Formel (69) 


fe} 


*) Obschon auch er, wie sich hernach zeigen wird, iiberall von der gleichen 
Art ist. 
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ein System kongruenter Verpflanzungen nach diesen Nachbarpunkten dar- 
stellt bei deliebig vorgegebenen Zahlen Nj,. 

Jedem Koordinatensystem x; in P, entspricht ein moglicher. Begriff 
der Parallelverschiebung: Transport der Vektoren von 7 nach den un- 
éndlich benachbarten Punkten ohne Anderung de~ Komponenten in diesem 
Koordinatensystem. Ein solches System von Parallelverschiebungen des 
Vektorkérpers von P, nach allen unendlich benachbarten Punkten driickt 


sich in einem bestimmten, ein fiir allemal fest gewahlten Koordinaten- 
system, wie wir wissen, durch die Formel aus 


dk = — dy. &* mit Differentialformen dj, = 7, dx,, 


welche der Symmetriebedingung _ ; 
(70) Veilee 
geniigen. Und zwar entspricht jedem System symmetrischer Koeffizienten 
[ ein méglicher Begriff der Parallelverschiebung. Bei gegebenem me- 
trischen Zusammenhang wird aber die einschrénkende Bedingung hinzu- 
treten miissen, daB® die »Parallelverschiebungen« zugleich kongruente Ver- 
pflanzungen sind. Die zweite Forderung ist nun die, welche wir oben 
als Fundamentalsatz der Infinitesimalgeometrie ausgesprochen hatten: bei 
gegebenem metrischen Zusammenhang gibt es stets unter den kongruenten 
Verpflanzungen des Vektorkérpers ein einziges System von Parallelver- 
schiebungen. Den affinen Zusammenhang hatten wir in § 15 nur provi- 
sorisch als einen urspriinglichen Charakter des Raumes behandelt; der 
wahre Sachverhalt ist vielmehr der, daB die Parallelverschiebungen durch 
innere Eigenschaften aus den kongruenten Verpflanzungen ausgeschieden 
werden miissen, der Begriff der Parallelverschiebung durch den metrischen 
Zusammenhang determiniert ist. Wir sprechen diese Forderung so aus: 
Il. Der metrische Zusammenhang bestimmt eindeutig den affinen. 
Bevor wir sie analytisch formulieren kénnen, haben wir uns mit den 
infinitesimalen Drehungen zu beschiaftigen. Eine 7-gliedrige kontinuierliche 
Gruppe © ist eine stetige 7-dimensionale Mannigfaltigkeit von Matrizen; 
sind s,s, ...5, Koordinaten auf dieser Mannigfaltigkeit, so entspricht jedem 
Wertsystem der Koordinaten eine stetig von ihm abhingige Matrix 
A(s,5,...5,) der Gruppe. Es gibt ein bestimmtes Wertsystem — wir 
diirfen voraussetzen: s, == 0 —, welchem die Identitat Z korrespondiert. 
Die zu £ unendlich benachbarten Matrizen der Gruppe unterscheiden sich 
von # um 


A, ds, +A, 4s, = hee + A, ds,, 


wo A, =— (4 
Os, 


Operation der Gruppe, wenn in der Gruppe eine (von ¢ abhidngige) Ab- 
bildung vorkommt, welche mit 4 -+ ¢A_ iibereinstimmt bis auf einen 
Fehler, der stirker als e mit @ gegen o konvergiert. Die infinitesimalen 
Operationen der Gruppe bilden die lineare Schar 


(71) G9: AA +4A,A,+-+-+4,A, (A, beliebige Zahlen). 


ist. Eine Matrix A bezeichnen wir als infinitesimale 


§ 18. Gruppentheoretische Auffassung der Raummetrik. me 


g ist genau z-dimensional, die A sind voneinander linear unabhangig. 
Denn ist 4 eine beliebige Matrix der Gruppe, so ergeben sich wegen der 
Gruppeneigenschaft die zu A unendlich benachbarten Abbildungen der 
Gruppe aus der Formel 4(#-4 €A), wo é ein infinitesimaler Faktor ist 
und A die Schar g durchlaéuft. Ware g weniger als 7-dimensional, so 
wiirde also das Gleiche von der Mannigfaltigkeit an jeder Stelle gelten, 


es bestaénden fiir alle Werte von s, zwischen den Ableitungen lineare 


t 


Relationen, 4 hinge in Wahrheit von weniger als + Parametern ab. — 
Die infinitesimalen Operationen bestimmen und erzeugen die ganze Gruppe. 


Wenn ich die infinitesimale Abbildung # + — A (# eine unendlich 


groBe ganze Zahl) z-mal hintereinander ausfiihre, erhalte ich eine endlich 
von £& verschiedene Matrix der Gruppe: 


4 = tim(z + = A) = E+ ss reas Pps Neal 
as nt 1! 2! 3! 
und so bekomme ich jede Gruppenmatrix (oder wenigstens jede, die sich 
innerhalb der Gruppe stetig von der Identitét aus erreichen 1a8t), wenn 
ich A die ganze Schar g durchlaufen lasse. Aber nicht jede, willkiirlich vor- 
gegebene lineare Schar (71) liefert auf diesem Wege eine Gruppe, sondern 
dazu miissen die A, eine gewisse Integrabilitatsbedingung erfiillen. Sie 
ergibt sich ganz analog wie z. B. die Integrabilitatsbedingung fiir die 
Parallelverschiebung im Euklidischen Raum. Gehen wir von der Identitat 
E(s, = 0) durch eine infinitesimale Anderung ds, der Parameter tiber zur 
Nachbarmatrix Ag == £-adA, darauf durch eine zweite infinitesimale 
Anderung 0s, von Ag zu Ay Az und machen hernach diese beiden Ope- 
rationen in der gleichen Reihenfolge wieder riickgingig, so erhalten wir 
in Ay Ag’ Ay Ag eine unendlich wenig von Z verschiedene Gruppenmatrix. 
Sei etwa d die Anderung in Richtung der 1., 0 in Richtung der 2, Ko- 
ordinate, so handelt es sich um die aus 


As — A(s, oO, oO, la 
gebildete Matrix 


9) ands a) Ane 40, 7/7 on a>, 0) 


ie ar An ASA 
Eis Stan =) op = Caner 
fo) PR eee) 
a 


S=o, t=o sae t Os Wa =5 
t=0 
Da A,, zur Gruppe gehort, ist dieser Limes eine infinitesimale Operation 


derselben. Wir finden aber 


oss = —A,+4,°A, 4 fir t= 0, daraus 
0°As * 
sap AA TAAL Wipe (PES Gey OS Oy 


Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 9 
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Demnach muf 
A, A, —A,A,; allgemeiner A.A, — ALA, 


eine infinitesimale Operation der Gruppe sein; oder, was dasselbe besagt: 
Sind A, B zwei infinitesimale Operationen der Gruppe, so ist auch immer 
AB —BA eine solche. Sophus Lie, dem wir iiberhaupt die Grund- 
begriffe und Grundtatsachen der Theorie kontinuierlicher Transformations- 
gruppen verdanken *’), hat gezeigt, daB diese Integrabilitatsbedingung nicht 
nur notwendig, sondern auch hinreichend ist. Wir konnen also erklaren: 
Eine r-dimensionale lineare Schar von Matrizen nennen wir eine r-gledrige 
infinitesimale Gruppe, wenn mit irgend zwei Matrizen A, B stets auch 
AB—BA der Schar angehirt. Durch die Einfiihrung der infinitesimalen 
Operationen der Gruppe wird das Problem der kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppen linearisiert. 

Wenn alle Abbildungen der Gruppe volumtreu sind, so sind die Spuren 
der infinitesimalen Operationen = 0. Denn die Entwicklung der Deter- 
minante von &-+ «A nach Potenzen von é beginnt mit den Gliedern 
1-+¢- Spur (A). — JY ist eine ahnliche Abbildung, wenn fiir jedes G 
der Drehungsgruppe UGU~-* oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
UGU-*G~* zur Drehungsgruppe © gehdrt. Demnach ist AX dann und 
nur dann eine infinitesimale Operation der Ahnlichkeitsgruppe, wenn 
A*A — AA® fiir alle Matrizen A der infinitesimalen Drehungsgruppe g 
gleichfalls zu g gehort. 

Die infinitesimalen Euklidischen Drehungen 


as = vi, 
d. s. die infinitesimalen linearen Abbildungen, welche die quadratische 
Einheitsform 
CRS amie oS 
invariant lassen, haben wir auf S. 42 bestimmt. Die fiir sie charakteri- 
stische Bedingung 
27Q. = § db'.= 0 besagt, daB v? = — vi, ist. 

Es handelt sich also um die infinitesimale Gruppe D der simtlichen schief- 


n(n — 1) 


symmetrischen Matrizen; sie ist offenbar -gliedrig. Man iiber- 


zeuge sich durch direkte Rechnung von der Gruppeneigenschaft! Ist Q 
irgend eine quadratische Form, welche bei den infinitesimalen Euklidischen 
Drehungen invariant bleibt: dQ = 0, so stimmt notwendig Q mit Q, bis 
auf einen konstanten Faktor iiberein. In der Tat, ist 


Q=aKe55* = (aes = ain), 
so soll fiir alle schiefsymmetrischen Zahlsysteme v%, die Gleichung gelten 
72) Ark VU; + Ay: U7, = 0. 
Nehmen wir darin zunaichst # == 7 und beachten, da die Zahlen 


{ 
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U3, U;, ..., U; fiir ein einzelnes 7 beliebig gewahlt werden konnen mit 
alleiniger Ausnahme von v}= 0, so ergibt sich a@,; = 0 fiir +7, Schreiben 
wit @; == a;, so geht die Gleichung (72) iiber in 
v® (a; — az) = 0; 
daraus schlieBt man sofort auf die Gleichheit aller a;. — Die zugehorige 
infinitesimale Gruppe d* der dhnlichen Abbildungen wird aus D erhalten, 
indem man die eine Matrix 4 — das bedeutet hier: die infinitesimale 
Dilatation @& = e& — assoziiert. Denn gehért die Matrix C = (c*) zu 
‘b*, d.h, ist fiir jedes schiefsymmetrische v? auch 
LO UE 
ein schiefsymmetrisches Zahlsystem, so erfiillen die GroBen c, + c? = az 
die Gleichungen (72), woraus a; 2a- 0) folgt; dh. C ist gleich a& 
vermehrt um eine schiefsymmetrische Matrix. 

Allgemeiner bezeichne dg die infinitesimale Gruppe derjenigen linearen 
Abbildungen, welche eine beliebige nicht-ausgeartete quadratische Form. Q 
in sich iiberfiihren. 6g und Dg: unterscheiden sich nur durch die Orien- 
tierung, wenn Q’ aus Q durch eine lineare Transformation hervorgeht. 
Es gibt also nur endlichviele verschiedene Arten von infinitesimalen 
Gruppen dg, die sich durch den Tragheitsindex der Form Q voneinander 
unterscheiden. Aber auch diese Unterschiede fallen dahin, wenn wir statt 
des Gebietes der reellen Groen das weitere der komplexen zugrunde 
legen; dann ist jedes Dg von der gleichen Art wie d. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir zur analytischen Formulierung 
der beiden Forderungen I und II schreiten. Es sei g die infinitesimale 
Drehungsgruppe in P. Wir verstehen unter Aj, jedes System von 73 Zahlen, 
unter Aj, jedes derartige System, das aus lauter zu g gehdrigen Matrizen 
(Ai,), (Az), ---> (Az) zusammengesetzt ist, unter [%, endlich ein be- 
liebiges Zahlensystem, das der Symmetriebedingung (70) geniigt. Ist die 
infinitesimale Drehungsgruppe /V-gliedrig, so bilden diese Zahlensysteme 


cats 


lineare Mannigfaltigkeiten von 2°, bzw. x V und 7 - Dimensionen. 


Da nach I, wenn der metrische BETTS alle Méglichkeiten durch- 


lauft, pie Zahlsysteme Ai, Ai.,, ..., Az, als die Koeffizienten von 
n inanrenneied kongruenten Verpflanzungen in den # Koordinatenrich- 
tungen auftreten kénnen — vgl. (69) —, muB nach II — vel. (68) — 


jedes A eine und nur eine Zerlegung nach der Formel 
Nir = Nir — Vir 
gestatten. Das besagt zweierlei: 
n(n -+ 1) 
2 


1) i= NI oder VM = — -* 


2) es ist niemals Ai, — == 0, ohne daB alle A und I verschwin- 
den; oder ein nicht-verschwindendes System A kann niemals die Sym- 
9* 
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metriebedingungen A‘, = Aj, erfiillen. Zur invarianten Formulierung 
dieser Bedingung mége ein Gesetz 


ead ist n* (Ay — As)» 
das aus zwei beliebigen Vektoren §, 7 in bilinearer symmetrischer Weise 
einen Vektor € erzeugt, eine zu g gehérige symmetrische Doppelmatrix 
heiBen (eine infinitesimale Doppeldrehung), wenn fiir jeden festen Vektor 
der Ubergang £-» € (und daher auch fiir jeden festen Vektor — der Uber- 
gang 7—>£) eine Operation von g ist. Dann konnen wir zusammen- 
fassend die Behauptung aufstellen: 

Die infinitesimale Drehungsgruppe § besitat nach unsern Axtomen fol- 
gende Eigenschaften: 

a) aie Spur jeder Matrix ist = 0; 

b) aufer o existiert Reine zu g gehorige symmetrische Doppelmatrix; 

c) die Dimensionszahl von g ist die hochste, welche mit der Forderung b) 

vertraglich ist, namlch N= aris? 

Diese Eigenschaften behalten ihren Sinn im Gebiete der komplexen 
GréBen so gut wie in dem der reellen. Wir iiberzeugen uns davon, daB 
sie fiir die infinitesimale Euklidische Drehungsgruppe 0 zutreffen, d. h. dai 
a? Zahlen vz; nicht gleichzeitig den Symmetriebedingungen 


2 


Ao? Us pet eH, 

geniigen kénnen, ohne alle zu verschwinden. Das zeigt die zur Be- 
stimmung des affinen Zusammenhangs auf S. 113 durchgefiihrte Rechnung: 
schreibe ich die drei Gleichungen hin, welche aus vin + Vj, = 0 durch 
die zyklischen Vertauschungen der Indizes 74/ entstehen, addiere die erste 
und letzte, subtrahiere aber die zweite, so kommt in Anbetracht der ersten 
Symmetriebedingung v3, = o. 

_ Ich halte es fiir sehr wahrscheinlich, daB D im wesentlichen die einzige 
infinitesimale Gruppe ist, welche den Postulaten a), b), c) geniigt; genauer: 
im komplexen Gebiet wird jede solche infinitesimale Gruppe g bei geeigneter 
Wahl des Koordinatensystems mit D identisch. ‘Trifft das zu, so ist die 
infinitesimale Drehungsgruppe notwendig mit einer gewissen Gruppe Do 
identisch , wo Q eine nicht-ausgeartete quadratische Form ist. @Q selber 
ist durch g bis auf einen konstanten Proportionalitiitsfaktor bestimmt. Sie 
ist reell, wenn g reell ist. Denn spalten wir Q (worin wir die Variablen 
reell nehmen) in Real- und Imaginirteil: Q, -+70,, so lift g die beiden 
Formen Q,, Q, einzeln invariant. Infolgedessen muf 


Q, = ¢,2, Q, =¢,Q 
sein; eine der beiden Konstanten C,5 ¢, ist wegen ¢, + zc, = 1 sicher 
von o verschieden und darum Q bis auf einen konstanten Faktor eine 
reelle Form. Damit ware dann der Anschlu8 an die Entwicklungen der 
vorigen Paragraphen erreicht, die Raumanalyse beendet, und wir diirften 
behaupten, aus den tiefsten der mathematischen Betrachtung zuganglichen 


vt 


Tama 
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Griinden das Wesen des Raumes, den Ursprung der Giiltigkeit des Pytha- 
goreischen Lehrsatzes verstiéndlich gemacht zu haben**). Ware der ver- 
mutete mathematische Satz aber nicht richtig, so waren uns noch ent- 
scheidende Wesensziige des Raumes entgangen. Tatsichlich habe ich 
seine Giiltigkeit fiir die niedersten Dimensionszahlen 2 = 2 und 3 sicher- 
stellen kénnen; die Wiedergabe dieser rein mathematischen Uberlegungen 
wiirde uns aber zu weit fiihren. 

Ich mache lieber zum ,Schlu8 noch auf zwei Punkte aufmerksam. 
Erstens: es steht mit dem Axiom I, wie wir sahen, keineswegs im Wider- 
spruch, daB nach JJ nicht nur die Metrik, sondern auch der metrische 
Zusammenhang an jeder Stelle von der gleichen Art ist — ndmlich von 
der einfachsten, die iiberhaupt denkméglich ist: zu jedem Punkt gibt es 
ein geodatisches Koordinatensystem derart, da8 der Transport aller Vek- 
toren daselbst mit ungedinderten Komponenten an eine Nachbarstelle stets 
eine kongruente Verpflanzung ist. Zweitens: die Méglichkeit, in der hier 
geschilderten Weise die einzigartige Stellung der Pythagoreischen Raum- 
metrik zu begreifen, hingt ganz und gar daran, da8 die quantitativen 
metrischen Verhaltnisse weitgehender virtueller Verainderungen fahig sind; 
sie steht und fallt also mit der Riemann-Einsteinschen dynamischen Auf- 
fassung. Erst diese Auffassung, an deren Wahrheit nach den Erfolgen 
der Einsteinschen Gravitationstheorie (Kap. IV) kaum mehr ein Zweifel be- 
stehen kann, macht uns die Bahn frei fiir die Entdeckung der »Vernunft 
des Raumes«. — 

Die im IJ. Kap. angestellten Untersuchungen iiber den Raum scheinen 
mir ein gutes Beispiel fiir die von der phinomenologischen Philosophie 
(Husserl) angestrebte Wesensanalyse zu sein; ein Beispiel, das typisch ist 
fiir solche Fille, wo es sich um nicht-immanente Wesen handelt. Wir sehen 
da an der historischen Entwicklung des Raumproblems, wie schwer es uns 
in der Wirklichkeit befangenen Menschen wird, das Entscheidende zu 
treffen. Eine lange mathematische Entwicklung, die groBe Entfaltung der 
geometrischen Studien von Euklid bis Riemann, die physikalische Durch- 
dringung der Natur und ihrer Gesetze seit Galilei mit all ihren immer 
erneuerten AnstéBen aus der Empirie, endlich das Genie einzelner grofBer 
Geister —- Newton, Gau8, Riemann, Einstein — war erforderlich, um 
uns von den du8erlichen, zufalligen, nicht wesenhaften Merkmalen loszu- 
reiBen, an denen wir sonst hingen geblieben waren. Freilich: ist eimmal 
der wahre Standpunkt gewonnen, so geht der Vernunft ein Licht auf, 
und sie erkennt und anerkennt das ihr aus-sich-selbst-Verstindliche; den- 
noch hatte sie (wenn sie natiirlich auch in der ganzen Entwicklung des 
Problems immer »dabei war«) nicht die Kraft, es mit einem Schlage zu 
durchschauen. Das muf der Ungeduld der Philosophen entgegengehalten 
werden, die da glauben, auf Grund eines einzigen Aktes exemplarischer 
Vergegenwartigung das Wesen adaquat beschreiben zu kénnen; sie haben 
prinzipiell recht, menschlich aber so unrecht. Das Beispiel des Raumes 
ist zugleich sehr lehrreich fiir diejenige Frage der Phinomenologie, die 
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mir die eigentlich entscheidende zu sein scheint: inwieweit die Abgrenzung 
der dem Beww8tsein aufgehenden Wesenheiten eine dem Reich des Ge- 
gebenen selbst eigentiimliche Struktur zum Ausdruck bringt und inwieweit 
an ihr bloBe Konvention beteiligt ist. 


Kapitel UI. 


Relativitat von Raum und Zeit. 


SP 


19. Das Galileische Relativitatsprinzip. 


Schon in der Einleitung ist besprochen worden, in welcher Weise 
wir mittels einer Uhr die Zeit messen und nach Wahl eines beliebigen 
Anfangspunktes in der Zeit und einer Zeiteinheit jeden Zeitpunkt durch 
eine Zahl ¢ charakterisieren kénnen. Aber in der Verbindung von Raum 
und Zeit liegen neue schwierige Probleme, welche den Gegenstand der 
Relativititstheorie bilden; ihre Lésung, eine der gré8ten Taten der mensch- 
lichen Geistesgeschichte, kniipft sich vor allem an die Namen Kopernikus 
und Lznstein"). 

Durch eine Uhr werden unmittelbar nur die zeitlichen Verhdltnisse 
solcher Ereignisse festgelegt, die jeweils gerade dort geschehen, wo sich 
die Uhr befindet. Indem ich aber als naiver Mensch mit voller Selbst- 
verstindlichkeit die Dinge, die ich sehe, in den Zeitpunkt ihrer Wahr- 
nehmung setze, dehne ich meine Zeit iiber die ganze Welt aus: ich 
glaube, daB es einen objektiven Sinn hat, von einem Ereignis, das irgend- 
wo vor sich geht, zu behaupten, es geschehe »jetzt!« (in dem Augen- 
blick, in dem ich das Wort ausspreche); daf es einen objektiven Sinn 
hat, von irgend zwei an verschiedenen Orten vorgefallenen Ereignissen zu 
fragen, ob das eine friiher oder spater als das andere geschehen sei. A 
dieser These wollen wir hier zundchst festhalten. Jedes raum-zeitlich streng 
lokalisierte Ereignis, wie etwa das Aufblitzen eines sofort wieder ver- 
léschenden Fiinkchens, geschieht in einem bestimmten Raum-Zeit-Punkt 
oder lVeltpunkt: »hier-jetzt«. Nach der eben ausgesprochenen These 
kommt jedem Weltpunkt eine bestimmte Zeitkoordinate ¢ zu. 

Nun handelt es sich weiter darum, den O7¢ eines derartigen Punkt- 
ereignisses im Raume festzulegen. Wir schreiben z. B. zwei Massenpunkten 
in einem bestimmten Moment eine Entfernung zu. Wir nehmen also 
an, da die Weltpunkte, die einem bestimmten Moment ¢ entsprechen, 
eine dreidimensionale Punktmannigfaltigkeit bilden, in welcher die Eukli- 
dische Geometrie gilt (wir greifen, was den Raum betrifft, in diesem 
Kapitel wieder auf den Standpunkt von Kap. I zuriick). Wir wihlen eine 
bestimmte Mafeinheit fiir die Lange und ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system im Momente ¢ (etwa eine bestimmte Ecke des Hérsaals). Dann 


kommen jedem Weltpunkt, dessen Zeitkoordinate den Wert ¢ hat, drei 


bestimmte Raumkoordinaten H, Ny XH, ZU. 
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Fassen wir aber jetzt einen andern Moment 7’ ins Auge. Wir nehmen 
an, es habe einen objektiven Sinn, zu sagen, wir messen im Momente 7“ 
mit der gleichen Langeneinheit wie im Momente ¢ (mittels eines »starren<, 
sowohl zur Zeit ¢ wie zur Zeit / vorhandenen Mafstabes); diese Langen- 
einheit sei neben der Zeiteinheit ein fiir allemal fest angenommen (cm, 
sec). Dann k6nnen wir aber noch die Lage des Cartesischen Koordinaten- 
systems wiederum beliebig wahlen, unabhangig von der Wahl zur Zeit ¢ 
Erst wenn wir der Uberzeugung sind, es habe einen objektiven Sinn, von 
zwei zu beliebigen Zeiten geschehenden, »punktformigen« Ereignissen zu 
behaupten, sie geschehen an derse/ben Raumstelle, von einem K6rper zu 
behaupten, da& er rue, kénnen wir die Lage des Koordinatensystems 
zu allen Zeiten auf Grund der willkiirlich gewdhlten Lage in einem be- 
stimmten Moment objektiv, ohne neue Aufweisungen individueller Gegen- 
stinde festlegen: namlich durch die Forderung, daB das Koordinaten- 


Fig. 7. 


system dauernd ruhe. Dann bekommen wir also nach Wahl eines 
Anfangspunktes der Zeitrechnung und eines Cartesischen Koordinaten- 
systems in diesem Anfangsmoment zu jedem Weltpunkt vier bestimmte 
Koordinaten: die Zeitkoordinate ¢ und die Raumkoordinaten x, x, 2,. 
Um der Méglichkeit der graphischen Darstellung willen unterdriicken wir 
eine Raumkoordinate, nehmen den Raum somit nur zweidimensional, als 
eine Euklidische Ebene an. 

Wir verfertigen uns ein graphisches Bild, indem wir in einem Raum 
mit dem rechtwinkligen Achsenkreuz x, x, ¢ den Weltpunkt durch einen 
Bildpunkt mit den Koordinaten x, x, ¢ reprasentieren. Von allen sich 
bewegenden Massenpunkten kénnen wir dann in diesem Bilde den »gra- 
phischen Fahrplan« konstruieren; die Bewegung eines jeden wird dar- 
gestellt durch eine »Weltlinie«, deren Richtung bestindig eine positive 
Komponente in Richtung der ¢#Achse besitzt. Die Weltlinien ruhender 
Massenpunkte sind Gerade parallel zur ¢Achse; die Weltlinie eines in 
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gleichférmiger Translation begriffenen Massenpunktes ist eine Gerade. 
In einem Schnitt ¢ = konst. kann die Lage aller Massenpunkte im gleichen 
Moment / abgelesen werden. Wahlen wir Anfangspunkt der Zeitrechnung 
und Cartesisches Koordinatensystem auf eine andere Weise und sind 
x, x, t; x’x/¢’ die Koordinaten eines willkiirlichen Weltpunktes bei der ersten 
und zweiten Wahl des Koordinatensystems, so gelten Transformationsformeln 


| x, = ess a Cun a a, 
(1) X, = ,,%, + @,,%, + @, 
| f= t+ta, 


wo die « und a Konstante bedeuten, die wz aber insbesondere die 
Koeffizienten einer orthogonalen Transformation! bilden. Die Weltkoor- 
dinaten sind also in objektiver Weise, ohne Hinweis auf individuelle 
Gegenstinde oder Geschehnisse festgelegt dis auf eine beliebige Trans- 
formation von dieser Gestalt. Dabei ist noch abgesehen von der will- 
kiirlichen Wahl der beiden Mafeinheiten. Bleibt der Anfangspunkt in 
Raum und Zeit ungedndert: a, = a, == a = 0, so sind x,x,7 die Ko- 
ordinaten in bezug auf ein geradliniges Achsensystem, dessen f-Achse 
mit der] ¢-Achse zusammenfillt, wihrend die Achsen x‘x', aus x, x, 
durch eine Drehung in ihrer Ebene ¢ = o hervorgehen. 

Schon eine geringe Besinnung zeigt, daf die eine der angenommenen 
Voraussetzungen: der Begriff der Ruhe habe einen objektiven Inhalt, 
nicht zutreffend ist*). Wenn ich mit jemandem eine Verabredung treffe, 
wir wollen uns morgen an »derselben« Stelle wieder treffen wie heute, 
so heiBt das: in derselben materiellen Umgebung, an dem gleichen Ge- 
biude in der gleichen StraBe (die nach Kopernikus morgen ganz wo 
anders im Weltenraum sich befindet als heute); und das hat seinen guten 
Sinn zufolge des gliicklichen Umstandes, da8 wir hineingeboren sind in 
eine wesentlich stabile Umwelt, in der alle Verinderung sich anschlieB&t 
an einen viel umfassenderen Bestand, der seine (teils unmittelbar wahr- 
genommene, teils erschlossene) Beschaffenheit unverindert oder fast unver- 
andert bewahrt. Die Hiuser stehen still; das Schiff fahrt mit soundsoviel 
Knoten Geschwindigkeit : das verstehen wir im tiglichen Leben immer relativ 
zu der »dauernden wohlgegriindeten Erde«. Odjektive Bedeutung haben nur 
die relativen Bewegungen der Korper (Massenpunkte) zweinander, d. h. die Ent- 
fernungen und Winkel, welche sich aus den gleichzeitigen Lagen der Massen- 
punkte bestimmen, in ihrer funktionalen Abhdngigkeit von der Zeit. Es ist 
also jedes (der Anschaulichkeit wegen materiell gedachte) dauernd vorhan- 
dene Cartesische Koordinatensystem jedem andern gleichberechtigt. Der 
Zusammenhang der Koordinaten desselben Weltpunktes mit Bezug auf das 
eine und das andere zweier solcher Systeme wird durch Formeln geliefert: 


* ss . . . : 
) Dariiber war bereits Aristoteles véllig im klaren, wenn er »Ort« (to7m0¢) als 
Beziehung eines Kérpers zu den K6rpern seiner Umgebung bezeichnet. 
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ty, (2), +O, (2) 2, + a, (2), 
Gta, (2) 4; ++ @,,(t')a, + @, ("), 
tta, 


wo die a; und @ irgendwelche stetige Funktionen von 7 sein kénnen, 
von denen die o;z fiir alle Werte von ¢ die Koeffizienten einer orthogonalen 
Transformation bilden. Tragen wir die Flachen ¢ = konst. sowie x, = 
konst. und x’, = konst. in unsere graphische Darstellung ein, so sind 
zwar die Flachen der ersten Schar wiederum Ebenen, die mit den Ebenen 
¢ == konst. zusammenfallen, hingegen die beiden anata sind krumme 
Flachen; die chanciws tomiinnsls sind nicht mehr linear. 

tas diesen Umstanden kann es sich bei der Untersuchung der Be- 
wegung eines Systems von Massenpunkten, etwa der Planeten, nur darum 
handeln, das Koordinatensystem so zu wihlen, da8 die Funktionen x, (¢), 
x,(t), welche die Raumkoordinaten der Massenpunkte in Abhangigkeit 
von der Zeit darstellen, médglichst einfach werden oder doch méglichst 
einfachen Gesetzen geniigen. Dies war die von Kepler auferordentlich 
vertiefte Entdeckung des Kopernikus, da in der Tat ein Koordinaten- 
system existiert, fiir das die Gesetze der Planetenbewegung eine ungeheuer 
viel einfachere und durchsichtigere Form annehmen, als wenn man sie 
auf die ruhende Erde bezieht. Die Tat des Kopernikus wurde vor allem 
dadurch zur Weltanschauungswende, daB er sich von dem Glauben an die 
absolute Bedeutung der Erde fret machte. Seine Betrachtungen wie auch 
die Keplers sind rein inematischer Natur. Newton krénte ihr Werk, 
indem er den wahren Grund fiir die kinematischen Keplerschen Gesetze 
in dem dynamischen Grundgesetz der Mechanik und dem Attraktions- 
gesetz auffand. Man weig, wie glinzend sich diese Newtonsche Mechanik 
am Himmel und auf Erden bestatigt hat. Da ihr, wie wir tiberzeugt 
sind, universelle, nicht auf das Planetensystem beschrinkte Geltung zu- 
kommt, ihre Gesetze aber keineswegs invariant gegeniiber den Trans- 
formationen (II) sind, so wird durch sie in absoluter, von jedem Hinweis 
auf individuelle Gegenstandlichkeit unabhaingiger Weise eine viel vollstan- 
digere Festlegung des Koordinatensystems méglich als auf Grund der zu 
dem »Relativitaétsprinzip« (II) fiihrenden kinematischen Auffassung. 

An der Spitze der Mechanik steht das Galkileische Tragheitsprinzip: Kin 
Massenpunkt, der sich kriaftefrei, ohne jede Einwirkung von aufen bewegt, 
fiihrt eine gleichférmige Translation aus. Seine Weltlinie ist mithin eine 
Gerade, die Raumkoordinaten x,, x, des Massenpunktes lineare Funktionen 
der Zeit ¢. Gilt dieses Prinzip in bezug auf die beiden durch (II) verbun- 
denen Koordinatensysteme, so miissen also x, und x, in lineare Funktionen 
von ¢ iibergehen, wenn man fiir x, x’, lineare Funktionen von ?#' einsetzt. 
Daraus folgt ohne weiteres, daB die a, Konstante und a,, a, lineare 
Funktionen von ¢ sein miissen; d. h. das eine Cartesische Raumkoordinaten- 
system bewegt sich relativ zu dem andern in gleichformiger Translation. 
Und nun zeigt sich umgekehrt: liegen zwei so/che Koordinatensysteme ©, ©’ 


x, 
ity * 
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vor und gilt das Tragheitsprinzip und die Newtonsche Mechanik in bezug 
auf ©, so gilt sie auch in bezug auf ©’. Zwei fiir die Mechanik »zulassige« 
Koordinatensysteme hingen demnach durch die Formeln zusammen 


| xX, =¢,,%, +6,,*, +7, +¢,, 
(IIL) RA ie een! ae OF 

| — {ta, 
in denen die «:z konstante Koeffizienten einer orthogonalen Transformation 
sind, a, a; und y; aber beliebige Konstante; und jede Transformation 
von dieser Art stellt den Ubergang von einem zuldssigen Koordinaten- 
system zu einem andern dar (Galile:-Newtonsches Relativitatsprinzip). Das 
Wesentliche daran ist, wenn wir von .der ja selbstversténdlichen Will- 
kiirlichkeit der Achsenrichtungen im Raum und des Anfangspunktes ab- 
sehen, da Invarianz stattfindet gegeniiber den Transformationen 
(x) x, =x +y,7, t= Xe FELIS 
In unserm graphischen Bild (s. Fig. 7) wiirden x{ x, 7 die Koordinaten 
in bezug auf ein geradliniges Achsenkreuz sein, bei welchem die x‘, x; 
mit den x,, x,-Achsen zusammfallen, hingegen die neue ¢’-Achse eine 
irgendwie geinderte Richtung hat. Daf sich die Gesetze der Newton- 
schen Mechanik bei diesem Ubergang vom Koordinatensystem © zu @’ 
nicht andern, sehen wir so ein. Nach dem Attraktionsgesetz ist die 
Gravitationskraft, mit der ein Massenpunkt in einem Augenblicke auf 
einen andern wirkt, ein vom Koordinatensystem unabhaingiger Vektor im 
Raum (so wie der Vektor, welcher die simultanen Lagen der beiden Massen- 
punkte miteinander verbindet). Dieselbe Grofennatur mu auch jede 
Kraft von anderer physikalischer Herkunft besitzen, das gehért mit zu 
den Voraussetzungen der Newtonschen Mechanik; sie verlangt zur Aus- 
fiillung ihres Kraftbegriffs eine dieser Voraussetzung geniigende Physik. 
Man iiberzeuge sich etwa in der Elastizitatstheorie davon, da8 die 
Spannungskrafte (zufolge ihres Zusammenhanges mit den Deformations- 
groBen) von der geforderten Art sind. — Die Masse ist ein vom Koordi- 
natensystem unabhangiger Skalar. Endlich ist wegen der aus (1) fiir die 
Bewegung eines oe ae sich ergebenden Transformationsformeln 


dx, _ ax, ax, I CER SOR CLI 
Sere ata) Bes ci "2% ou ayia 
dt dt ‘tia at at at at 


zwar nicht die RAEN wohl aber die Beschleunigung ein vom 
Koordinatensystem unabhingiger Raumvektor. Demnach hat das Grund- 
gesetz »Masse mal Beschleunigung = Kraft« die behauptete invariante 
Beschaffenheit. 

Nach der Newtonschen Mechanik bewegt sich der Schwerpunkt jedes 
abgeschlossenen, keiner Einwirkung von aufen unterliegenden Massen- 
systems in gleichformiger Translation. Betrachten wir die Sonne mit 
ihren Planeten als ein solches System, so hat es also keinen Sinn, zu 
fragen, ob der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht oder sich in plete 
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formiger Translation befindet. Wenn die Astronomen trotzdem behaupten, 
da die Sonne sich auf einen Punkt im Sternbild des Herkules zu bewege, 
so stiitzen sie diese ihre Behauptung auf die’ statistische Beobachtung, 
da die Sterne in jener Gegend sich im Durchschnitt von einem gewissen 
Zentrum aus zu entfernen scheinen — so wie eine Baumgruppe aus- 
einander tritt, der ich mich niahere; daraus folgt ihre Aussage, wenn es 
sicher ist, daf die Sterne im Durchschnitt ruhen, d. h. daB der Schwer- 
punkt des Fixsternhimmels ruht: es handelt sich also um eine Aussage 
iiber die relative Bewegung des Schwerpunktes des Sonnensystems zu dem 
des Fixsternhimmels. 

Man mu8 sich, um den wahren Sinn des Relativititsprinzips auf- 
zufassen, durchaus daran gewdhnen, nicht. »im Raume und nicht »in 
der Zeit«, sondern »in der Welt«, in Raum-Zeit zu denken. Nur das 
Zusammenfallen (bzw. das unmittelbare Benachbartsein) zweier Ereignisse 
in Raum-Zeit hat einen unmittelbar evidenten Sinn; da8 sich hier 
Raum und Zeit nicht in absoluter Weise voneinander trennen lassen, ist 
eben die Behauptung des Relativitétsprinzips. Im Sinne der mecha- 
nischen Weltauffassung, nach der alles physikaliche Geschehen letztlich 
auf Mechanik zuriickgeht, nehmen wir an, da nicht nur die Mechanik, 
sondern die gesamte physikalische GesetzmaBigkeit,der Natur dem Galilei- 
Newtonschen Relativitatsprinzip untertan ist, daB es also unmiglich ist, ohne 
Aufweisung individueller Gegenstindlichkeiten unter den fir die Mechanik 
gleichberechtigten Besugssystemen, von denen je zwei durch Transformations- 
formeln (III) verkniipft sind, cine engere Auswahl su treffen. Dann wird 
durch diese Formeln in genau dem gleichen Sinne de Geometrie der 
vierdimensionalen Welt festgelegt, wie durch die Gruppe der Ubergangs- 
substitutionen, die zwischen zwei Cartesischen Koordinatensystemen ver- 
mitteln, die Euklidische Geometrie des dreidimensionalen Raumes fest- 
gelegt wird: eine Beziehung zwischen Weltpunkten hat dann und nur 
dann eine objektive Bedeutung, wenn sie durch solche arithmetische Re- 
lationen zwischen den Koordinaten der Punkte definiert ist, die invariant 
sind gegeniiber den Transformationen (III). Vom Raume sagt man, er 
sei homogen in allen Punkten und in jedem Punkte homogen in allen 
Richtungen; diese Behauptungen sind aber nur Teile der vollstandigen 
Homogencitétsaussage, da® alle Cartesischen Koordinatensysteme gleich- 
berechtigt sind. Ebenso wird durch das Relativitatsprinzip festgestellt, 
in welchem genauen Sinne die Welt (== Raum-Zeit als »Form« der Er- 
scheinungen, nicht ihrem »zufalligen«, inhomogenen materialen Gehalt 
nach) homogen ist. 

Es ist merkwiirdig genug, da8 zwei mechanische Vorgange, die kine- 
matisch vollstandig gleich sind, in dynamischer Hinsicht verschieden sein 
koénnen, wie die Gegeniiberstellung des viel weiteren kinematischen 
Relativitatsprinzips (II) und des dynamischen (III) lehrt: eine fiir sich allein 
existierende rotierende Fliissigkeitskugel oder ein rotierendes Schwungrad 
ist an sich nicht von einer ruhenden Kugel oder einem ruhenden Schwung- 
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rad verschieden; trotzdem plattet sich die »rotierende« Kugel ab, die 
ruhende nicht; trotzdem treten in dem rotierenden Schwungrad Span- 
nungen auf, ja es zerspringt bei hoher Rotationsgeschwindigkeit, an einem 
ruhenden geschieht nichts dergleichen. Als die Ursache dieses verschie- 
denen Verhaltens kénnen wir nur die » Weltmetrik« bezeichnen, die sich 
in den Zentrifugalkriiften als eine wirkende Potenz offenbart. Von hier 
aus fiallt ein helles Licht zuriick auf den Riemannschen Gedanken: wenn 
der Metrik (hier freilich der Weltmetrik, nicht dem metrischen Fundamental- 
tensor des Raumes) etwas genau so Reales, durch Kriifte auf die Materie 
Wirkendes entspricht wie etwa dem Maxwellschen Spannungstensor, so 
mu man annehmen, daB auch umgekehrt die Materie auf dieses Reale 
zuriickwirkt. Erst in Kap. IV werden wir diese Idee wieder aufnehmen. 

An den Transformationsformeln (III) heben wir zunachst nur ihre 
Linearitat hervor: sie besagt, daB die Welt ein vierdimensionaler affiner 
Raum ist. Zur systematischen Darstellung seiner Geometrie benutzen wir 
demnach neben den Weltpunkten die Welt-Vektoren oder Verschiebungen. 
Kine Verschiebung der Welt ist eine Abbildung, die jedem Weltpunkt P 
einen Weltpunkt 7’ zuordnet; aber eine Abbildung von besonderer Art, 
namlich eine solche, die sich in einem zuldssigen Koordinatensystem durch 
Gleichungen 

Xe = x a; (= 0, 1, 2, 3) 

ausdriickt; dabei bedeuten x; die vier Zeit-Raum-Koordinaten von / (es 
ist x, an Stelle von ¢ geschrieben), x; diejenigen von P’ in jenem Ko- 
ordinatensystem, die a@; sind irgendwelche Konstanten. Der Begriff ist 
unabhangig von der Wahl des zulassigen Koordinatensystems. Die Ver- 


schiebung, welche P in /” iiberfiihrt, wird mit PP! bezeichnet. Es gelten 
fiir die Welt-Punkte und -Verschiebungen die simtlichen Axiome der 
affinen Geometrie mit der Dimensionszahl 7 == 4. Das Galileische Tragheits- 
prinzip ist ein affines Gesetz; es sagt, durch welche Bewegungen die 
geraden Linien unseres vierdimensionalen affinen Raums »Welt« realisiert 
werden, namlich durch die kraftefrei sich bewegenden Massenpunkte. 
Von dem affmen Standpunkt gehen wir zum metrischen iiber. Aus 
unserer graphischen Darstellung, die (mit Unterdriickung einer Koordinate) 
ein affines Bild der Welt entwarf, lesen wir ihre wesentliche metrische 
Struktur ab, die ganz anders ist als die des Euklidischen Raumes: die 
Welt ist »geschichtet«; die Ebenen ¢ = konst. in ihr haben eine absolute 
Bedeutung. Nach Wahl einer Mafeinheit fiir die Zeit kommt je zwei 
Welevuntien A, & ein bestimmter Zeitunterschied zu, die Zeitkomponente 


des Vektors AB =f; sie ist, wie allgemein die Vektorkomponenten in 
einem affinen Rogrdnateaemern eine lineare Form ¢(r) des willkiirlichen 
Vektors y. Der Vektor x weist in die Vergangenheit oder die Zukunft, 
je nachdem ¢(r) negativ oder positiv ist. Von zwei Weltpunkten 4, B 
ist A friiher, ea sea oder spater als B, je nachdem 


+(4B) > ©) ==10 Oderarieo 
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ausfallt. —- In jeder »Schicht« aber gilt die Euklidische Geometrie; 
sie beruht auf einer definiten quadratischen Form, die jedoch hier nur 
definiert ist fiir diejenigen Weltvektoren x, die in einer Schicht liegen, d. h. 
der Gleichung ¢(y) = 0 geniigen (denn es hat nur einen Sinn, von dem 
Abstand der glecchzectigen Lagen zweier Massenpunkte zu reden). Wahrend 
also der Euklidischen Metrik eine positiv-definite quadratische Form zu- 
grunde liegt, beruht die Galileische Metrik 

1. auf einer Linearform t(t) des wilikiirlichen Vektors x (der »Zeitdauer< 
der Verschiebung x), wad : 

2. einer nur innerhalb der dretdimensionalen linearen Mannig faltigkeit 
aller Vektoren ¢, welche der Gleichung t(t) = 0 geniigen, definierten positiv- 
definiten quadratischen Form (xx) (dem Quadrat der »Lange« von 2). 

Zur anschaulichen Darlegung physikalischer Verhaltnisse kénnen wir 
die Einfiihrung eines bestimmten Bezugsraumes nicht entbehren. Sie 
hangt ab von der Wahl einer willkiirlichen Verschiebung e in der Welt 
(derjenigen, in welche bei der graphischen Darstellung die Zeitachse 
hineinfallt) und wird dann durch die Ubereinkunft bewerkstelligt, da8 alle 
Weltpunkte, die auf einer Geraden der Richtung e liegen, in denselben 
Raumpunkt fallen. Es handelt sich also, geometrisch gesprochen, um 
nichts anderes als den Vorgang der Parallelprojektion. Zum Zwecke 
einer angemessenen Formulierung schicke ich dariiber einige geometrische 
Erorterungen voraus, die sich auf einen beliebigen 7-dimensionalen affinen 
Raum beziehen. Kniipfen wir im Interesse der Anschaulichkeit zunachst 
an den Fall z= 3 an. Es sei im Raum eine Schar von Geraden ge- 
zogen, die dem Vektor e (== o) parallel sind. Blickt jemand in Richtung 
dieser Strahlen in den Raum hinein, so werden fiir ihn alle diejenigen 
Raumpunkte zusammenfallen, die in Richtung einer solchen Geraden 
hintereinander liegen; dabei ist es durchaus nicht notig, eine Ebene zu 
geben, auf die projiziert wird. Wir definieren also: 

Es sei gegeben ein von o verschiedener Vektor e. Von zwei Punkten 


A und J’, fiir die AA ein Multiplum von e ist, werde gesagt, sie fallen 
in ein und denselben Punkt 4 des durch e bestimmten Unterraums. 
Wir k6nnen A darstellen durch die zu e parallele Gerade, auf der alle 
jene im Unterraum zusammenfallenden Punkte 4, 4’,... liegen. Da jede 
Verschiebung xy des Raumes eine zu e parallele Gerade wieder in eine solche 
iiberfiihrt, ruft y eine bestimmte Verschiebung yx des Unterraums hervor; 
aber je zwei Verschiebungen x, x’ fallen im Unterraum zusammen, wenn thr 
Unterschied ein Multiplum von e ist. Der Ubergang zum Unterraum, die 
»Projektion in Richtung von e«, werde an den Symbolen fiir Punkte und 
Verschiebungen durch Fettdruck gekennzeichnet. Durch Projektion gehen 


>> > 
Ar, +, AB tiber in Ay, x+y, AB; 
d. h. die Projektion tragt affinen Charakter, und im Unterraum gilt die 


affine Geometrie mit einer um 1 geringeren Dimensionszahl als im ur- 
spriinglichen »Vollraum«. 
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Ist der Raum ein metrischer im Euklidischen Sinne, d. h. liegt ihm 
als metrische Fundamentalform eine nicht-ausgeartete quadratische Form 
Q(t) = (rx) zugrunde — fiir die Anschauung halte man sich an den 
Fall, wo Q positiv-definit ist, die Ausfiihrungen gelten aber allgemein, — 
so werden wir den beiden Punkten des Unterraums, als die wir zwei zu e€ 
parallele Gerade erblicken, wenn wir in der Richtung von e in den Raum 
hineinschauen, offenbar einen Abstand gleich dem senkrechten Abstand der 
beiden Geraden zuschreiben. Das werde analytisch formuliert. Voraus- 
gesetzt ist: (ee) = e¢- 0. Jede Verschiebung y kann in eindeutig be- 
stimmter Weise in zwei Summanden gespalten werden 


(2) r= Se+ 2", 

deren erster proportional, deren zweiter orthogonal zu e ist: 

a be I 

(3) (26) cc ere) 

Wir nennen § die Hohe der Verschiebung xy (den Hoéhenunterschied von 
A und B, wenn y= AB). Es gilt 

(4) (ux) == eS? + (e* 2"). 


xy kann vollstiindig charakterisiert werden durch Angabe seiner Héhe § 
und der durch y im Unterraum hervorgerufenen Verschiebung x; wir schreiben 
e= S|z. 
Der Vollraum ist »zerspalten« in Hohe und Unterraum, der »Lage- 
Unterschied« y zweier Punkte im Vollraum in den Héhenunterschied § 
und Lagenunterschied ¥ im Unterraum; nicht nur die Behauptung des 
Zusammenfallens zweier Punkte im Raum hat einen Sinn, sondern auch 
die Aussage: zwei Punkte fallen im Unterraum zusammen, bzw. befinden 
sich in der gleichen Hohe. Jede Verschiebung x des Unterraums wird 
durch eine und zur ee zu e orthogonale Verschiebung y* des Vollraums 
hervorgerufen; die Beziehung zwischen x* und ¢ ist umkehrbar-eindeutig 
und affin. Durch die Definitionsgleichung 


(Et) = (¢*2*) 
erteilen wir dem Unterraum eine auf der quadratischen Fundamentalform 


(ez) beruhende Metrik. Dann geht (4) iiber in die Pythagoreische Funda- 
mentalgleichung 


(5) (ex) == e&* + (xz), 
die sich fiir zwei Verschiebungen bei einer ohne weiteres verstindlichen 
Bezeichnung zu 


(5") (eh) = ey + (ry) 
verallgemeinern 1aBt. 

Diese Ausfiihrungen sind hier, soweit sie den affinen Raum betreffen, 
unmittelbar anzuwenden: der Volannn ist die vierdimensionale Welt; e 
ist irgendein in die Zukunft weisender Vektor, der Unterraum das, was 
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wir gemeinhin den Aawm nennen. Je zwei Weltpunkte, die auf einer 
zu e parallelen Weltgeraden liegen, fallen in den gleichen Raumpunkt. 
Dieser Raumpunkt kann durch die zu e parallele Gerade graphisch dargestellt 
werden, und er kann durch einen ruhenden Massenpunkt, d. h. einen solchen, 
dessen Weltlinie eben jene Gerade ist, dauernd markiert werden. — Was 
aber die Metrik betrifft, so ist diese nach dem Galileischen Relativitits- 
prinzip von andrer Art als wir eben angenommen hatten; darum sind 
folgende Modifikationen anzubringen. Jede Weltverschiebung x hat eine 
bestimmte Zeitdauer ¢(x) == ¢ (welche an Stelle der »Héhe« in unsern 
geometrischen Auseinandersetzungen tritt) und erzeugt im Unterraum eine 
Verschiebung x; spaltet demnach gema8 der Unterscheidung von Zeit und 
Raum nach der Formel 


SaaS 
Insbesondere kann jede Raumverschiebung x durch eine und nur eine 
Weltverschiebung y* hervorgerufen werden, welche der Gleichung ¢(y*) = 0 


gentigt. Durch die fiir solche Vektoren y* definierte quadratische Form 
(x*x*) empfangt der Raum seine Euklidische Metrik: 


(gz) = (e*e*). 
Der Raum ist abhdngig von der Projektionsrichtung; in der Wirklichkeit 
kann die Projektionsrichtung durch irgend einen in gleichférmiger Trans- 
lation begriffenen Massenpunkt (oder den Schwerpunkt eines abgeschlos- 
senen isolierten Massensystems) festgelegt werden. 

Wir haben diese Dinge mit solcher pedantischen Genauigkeit auseinander- 
gesetzt, um fiir das Einsteinsche Relativitétsprinzip, dem gegeniiber unsre 
Anschauung zunachst in ganz anderm Mafe als gegeniiber dem Galilei- 
schen versagt, wenigstens mit emer abgeklarten, auf diesen Fall ohne 
weiteres iibertragbaren mathematischen Begriffsbildung gewappnet zu sein. 

Wir lenken zuriick ins physikalische Fahrwasser. Durch die Ent- 
deckung der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes wurde der 
naiven Ansicht, die Dinge seien gleichzeitig mit ihrer Wahrnehmung, der 
Boden entzogen. Da wir kein rascheres Zeitiibertragungsmittel besitzen 
als das Licht selber (oder die drahtlose Telegraphie), ist es natiirlich un- 
moéglich, die Lichtgeschwindigkeit durch Messung der Zeit festzustellen, 
welche vergeht, bis das von einer Station 4A ausgesandte Lichtsignal 
bei einer andern Station B eintrifft. Roemer (1675) erschloB sie aus 
der scheinbaren UnregelmaBigkeit in der Umlaufszeit der Jupitermonde, 
welche genau die Periode eines Jahres aufwies; denn es erschien absurd, 
einen Wirkungszusammenhang zwischen Erde und Jupitermond anzu- 
nehmen, der die Periode des Erdumlaufs als eine St6rung von so er- 
heblicher GréBe auf die Jupitermonde iibertrigt. Fizeau bestatigte die 
Entdeckung durch irdische Messung; seine Methode beruht auf dem ein- 
fachen Gedanken, die Empfangsstation B mit der Sendestation 4 zusammen- 
fallen zu lassen und den Lichtstrahl von A durch Spiegelung nach 4 
zuriickzuleiten. Nach diesen Messungen haben wir anzunehmen, da’ das 
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Licht sich um das Erregungszentrum in konzentrischen Kugeln mit einer 
konstanten Geschwindigkeit ¢ ausbreitet. In unserer graphischen Darstellung 
wiirde (wiederum mit Unterdriickung einer Raumkoordinate) die Aus- 
breitung eines im Weltpunkt O gegebenen Lichtsignals durch den in Fig. 7 
eingetragenen geraden Kreiskegel mit der Gleichung 
(6) c?t? — (x? + x3) =o , 
abgebildet werden: jede Ebene ¢ = konst. schneidet den Kegel in dem 
Kreis derjenigen Punkte, bis zu denen im Momente ¢ das Lichtsignal 
gelangt ist; der Gleichung (6) (mit dem Zusatz ¢> 0) geniigen alle und 
nur die Weltpunkte, in denen das Lichtsignal eintrifft. Wieder entsteht 
die Frage, was fiir ein Bezugsraum dieser Beschreibung des Vorganges 
zugrunde liegt. Die Aberration der Fixsterne zeigt, daB die Erde relativ 
zu ihm sich so bewegt, wie es nach der Newtonschen Theorie der Fall 
ist, d. h. daB er mit einem zuldssigen Bezugsraum im Sinne der New- 
tonschen Mechanik zusammenfillt. Nun ist die Ausbreitung in konzen- 
trischen Kugeln aber gewi8 nicht invariant gegeniiber den Galilei-Trans- 
formationen (III); denn eine schief gezeichnete ¢-Achse schneidet in unserer 
Figur die Ebenen ¢ = konst. in Punkten, die exzentrisch zu den Aus- 
breitungskreisen liegen. Trotzdem ist dies kein Einwand gegen das 
Galileische Relativititsprinzip, wenn gemi® den Vorstellungen, welche die 
Physik lange beherrscht haben, die Fortpflanzung des Lichtes in einem 
materiellen Trager geschieht, dem Lichtather, dessen einzelne Teile gegen- 
einander bewegbar sind. Es verhidlt sich dann mit dem Licht genau so, 
wie mit den konzentrischen Wellenkreisen auf einer Wasserfliche, die 
durch einen hineingeworfenen Stein erzeugt werden; aus diesem Phanomen 
kann gewiB nicht der Schlu8 gezogen werden, daf die hydrodynamischen 
Gleichungen dem Galileischen Relativitatsprinzip widerstreiten. Denn 
das Medium selber, das Wasser bzw. der Ather, dessen einzelne Teile, 
von den verhaltnismaBig kleinen Schwingungen abgesehen, gegeneinander 
ruhen, gibt dasjenige Bezugssystem ab, auf welches sich die Aussage der 
konzentrischen Ausbreitung bezieht. 

Zur weiteren Diskussion dieser Frage wollen wir die Optik in den- 
jenigen theoretischen Zusammenhang einfiigen, in den sie seit Maxwell 


unldsbar hineingehért: die Theorie zeitlich veranderlicher elektromagne- 
tischer Felder. 


§ 20. Elektrodynamik zeitlich veranderlicher Felder. 
Lorentzsches Relativitatstheorem. 


Der Ubergang von den stationdren elektromagnetischen Feldern (§ 9) 
zu zeitlich verinderlichen hat folgendes gelehrt. 

1. Der sog. elektrische Strom besteht tatsichlich aus bewegter Elek- 
trizitat: ein geladener rotierender Drahtring erzeugt ein Magnetfeld nach dem 
Biot-Savartschen Gesetz. Ist die Ladungsdichte e, die Geschwindigkeit », 
so ist die Stromdichte 8 dieses Konvektionsstromes offenbar = 00; doch 
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mu sie, damit das Biot-Savartsche Gesetz genau in der alten Form 
giiltig bleibt, in einer andern Mafeinheit gemessen werden; es ist also 


; ov : : : : 
zu setzen $ ==-—, wo ¢ eine universelle Konstante von der Dimension 
c 


einer Geschwindigkeit ist. Das schon von Weber und Kohlrausch an- 
gestellte, spater von Rowland und Eichenwald wiederholte Experiment 
ergab fiir ¢ einen Wert, der innerhalb der Beobachtungsfehler mit der 


Lichtgeschwindigkeit iibereinstimmt’). Man _ bezeichnet c= o’ als das 


elektromagnetische Mai der Ladungsdichte und, damit auch in elektro- 
magnetischen Mafeinheiten die elektrische Kraftdichte = 0’ ©’ ist, © = c€ 
als das elektromagnetische Ma8 der Feldstirke. 

2. Durch ein verdnderliches Magnetfeld wird in einem homogenen 
Draht ein Strom induziert. Er kann auf Grund des Materialgesetzes 
§ = o€ und des Faradayschen Induktionsgesetzes bestimmt werden, welches 
aussagt, daf die induzierte elektromotorische Kraft gleich der zeitlichen 
Abnahme des durch den Leiter hindurchtretenden magnetischen Induktions- 
flusses ist; es gilt also 


(7) [oa = — Sf Bando 


(links steht das Linienintegral iiber eine geschlossene Kurve, rechts das 
Oberflichenintegral der normalen Komponente der Magnetinduktion %, 
erstreckt iiber eine in diese Kurve eingespannte Fliche). Der Induktions- 
flu8 ist durch die Leiterkurve eindeutig bestimmt, weil 


(8’) div 8 =o 


ist (es gibt keinen wahren Magnetismus). Der Stokessche Satz ergibt aus 
(7) das Differentialgesetz 


(8) rot © +- Seman 


Die im statischen Falle giiltige Gleichung rot © = o erweitert sich also 
durch das auf der linken Seite hinzutretende, nach der Zeit differentiierte 
Glied oe. Auf ihm beruht unsere ganze Elektrotechnik, und die 
Notwendigkeit seiner Einfiihrung ist daher durch die Erfahrung auf das 
beste gestiitzt. 

3. Hypothetisch war hingegen zu Maxwells Zeit dasjenige Glied, durch 
welches Maxwell die magnetische Grundgleichung 


(9) rot § = 8 
erwelterte. In einem zeitlich verainderlichen Feld, etwa bei der Entladung 


eines Kondensators kann nicht div$ =o sein, sondern es mu8 statt 
dessen die »Kontinuitatsgleichung« 


I 00 : 
10) pow Ta oN 


Weyl, Raum, Zeit, Materie, 4. Aufl, Io 
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AO es = Ne eee 


gelten, in der die Tatsache, da8 der Strom aus bewegter Elektrizitat be- 
steht, zum Ausdruck kommt. Da @ = div D ist, wird mithin nicht ¢, 


wohl aber $ fete quellenfrei sein, und es liegt demnach sehr nahe, 
G 


o¢ 
die Gleichung (9) im zeitlich veranderlichen Feld durch 
m OD) : 
(x1) TOE ae toe aie 


zu ersetzen. Daneben gilt nach wie vor 
(1 1’) div D = Q. 
Aus (11) und (r1’) folgt jetzt umgekehrt die Kontinuitatsgleichung (10). 
5 - : r oD 

Auf dem nach der Zeit differentiierten Zusatzgliede ae (dem Maxwell- 
schen » Verschiebungsstrom«) beruht es, daB elektromagnetische Erregungen 
im Ather mit der endlichen Geschwindigkeit ¢ sich ausbreiten; es bildet 
also die Grundlage der elektromagnetischen Lichttheorie, welche die 
optischen Erscheinungen in so wunderbarer Weise hat deuten kénnen, 
und findet in den bekannten Hertzschen Versuchen und der modernen 
drahtlosen Telegraphie eine direkte experimentelle Bestaétigung (und tech- 
nische Ausnutzung). Danach ist es auch klar, daB diesen Gesetzen der- 
jenige Bezugsraum zugrunde liegt, in welchem der Satz von der kon- 
zentrischen Ausbreitung des Lichtes giiltig ist, der »ruhende« Lichtither. 
—— Zu den Maxwellschen Feldgleichungen (8) und (8'), (11) und (11’} 
treten die Materialgesetze. 

Wir wollen aber hier nur die Zustande im Ather betrachten; da ist 


D=C, §=8, 
und die Maxwellschen Gleichungen lauten 


a) : 
(12,) Py div =o; 
: 6 10¢ 
r 0€ ; 
(tee) | ror — 128 —e, divi ace 
Die atomistische Elektronentheorie betrachtet sie als die allgemein giiltigen 
: a) ; mad 

exakten Naturgesetze. Sie setzt auBerdem § = =, wo 0 die Geschwindig- 
keit der Materie bedeutet, an der die elektrische Ladung haftet. 

Die auf die Massen wirkende Kraft besteht aus dem vom elektrischen 


und vom Magnetfeld herriihrenden Bestandteil; ihre Dichte ist 

(13) p= of + [83]. 

Da 8 zu »v parallel ist, ergibt sich fiir die pro Zeit- und Volumeinheit 
an den Elektronen geleistete Arbeit der Wert 


p-b = e€-» = ¢(8CE) = 8-. 


Sie wird zur Erhéhung der kinetischen Energie der Elektronen verwendet, 
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die sich durch die Zusammenst68e zum Teil auf die neutralen Molekiile 
iibertragt. Phanomenologisch tritt diese verstirkte molekulare Bewegung 
im Innern des Leiters als /Joulesche Warme in Erscheinung. In der Tat 
lehrt ja die Beobachtung, daB 8-€’ die pro Zeit- und Volumeinheit 
vom Strom erzeugte Warmemenge ist; dieser Energieverbrauch mu8 durch 
die stromerzeugende Maschine gedeckt werden. Multiplizieren wir die 
Gleichung (12,) mit — %, die Gleichung (12,,) mit © und addieren, so 
kommt 


— e+ div[6B] — © 6" + 28%) = -(86). 


Setzen wir 
(CB or 567+ .YW’=W 


und integrieren tiber irgend ein Volumen V, so lautet diese Gleichung 


— £ fwav4 ef Sido = f(s@ar; 
a 
a 2 Yi 


das zweite Glied links ist das iiber die begrenzende Oberflache 2 von V 
erstreckte Integral der nach der inneren Normale genommenen Kompo- 
nente S, von ©. Auf der rechten Seite steht hier die im Volumen / 
pro Zeiteinheit geleistete Arbeit; sie wird kompensiert durch die Abnahme 
der in V enthaltenen Feldenergie i, WdV und durch die von aufen dem 
Raumstiick V zuflieBende Energie. Unsere Gleichung enthdlt also das 
Lnergiegesetz; durch sie bestatigt sich endgiiltig unser friiherer Ansatz fir 
die Dichte W der Feldenergie und ergibt sich ferner, daB c©, der sog. 
Poyntingsche Vektor, den Lwergzestrom darstellt. 

Die Feldgleichungen (12) sind von Lorentz unter der Voraussetzung, 
daB® die Verteilung der Ladungen und des Stromes bekannt ist, in folgen- 
der Weise integriert worden. Der Gleichung div § = o wird durch den 
Ansatz 


(14) — 8 = rot f ' 
(— {| = Vektorpotential) geniigt. Durch Einsetzen in die erste Gleichung 
3 rr 
ergibt sich dann, daB © — ae wirbelfrei ist, und also kann man setzen 
c 
1 0 
(r5) g— 2M A grag 


(— p das skalare Potential). Die Willkiir, mit der die Bestimmung von 
{ behaftet ist, konnen wir zur Erfiillung der Nebenbedingung 

1 0p : 

Hs ry + div f =o 
ausnutzen, die sich hier als die zweckmafige erweist (wihrend wir im 
stationiren Feld div f =o nahmen). Fiihren wir die Potentiale in die 
beiden letzten Gleichungen ein, so liefert eine einfache Rechnung 


10* 
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Mt sags 
(16) eae sem aaa) 
? oily a 


Eine Gleichung von der Form (16) zeigt eine Wellenausbreitung mit der 
Geschwindigkeit ¢ an. In der Tat: wie die Poissonsche Gleichung 4Ip=e 
die Lésung hat : 


ag 


so lautet die Loésung von (16): 


(@—=} 
—4tp= —=————aV; 


hier steht auf der linken Seite der Wert von p in einem Punkte O zur 
Zeit ¢; x ist die Entfernung des Quellpunktes P, tiber den integriert 
wird, vom Aufpunkt O, und unter dem Integral tritt der Wert von @ im 


Pinktems- 7 Lec “ auf. Ebenso ist die Lésung von (16’) 


(-— =| 
sor (Uns 


Das Feld in einem Punkte hangt also nicht ab von der Ladungs- und 
Stromverteilung im gleichen Moment, sondern maSgebend ist fiir jede 


Stelle der Augenblick, der um so viel (=) zuriickliegt, als die mit der 


Geschwindigkeit ¢ sich ausbreitende Wirkung gebraucht, um vom Quell- 
punkt bis zum Aufpunkt zu gelangen. 
Wie der Potentialausdruck (in Cartesischen Koordinaten) 


a 


= 


4p = 


invariant ist gegeniiber linearen Tce der Variablen +, x, x, 
welche die quadratische Form 


wt ae + x5 
in sich iiberfiihren, so ist der beim Ubergang vom statischen zu einem 
zeitlich veranderlichen Feld an seine Stelle tretende Ausdruck 
; Oe (eA OND 4 LT 
Comoe Ox4 age 0x3 
invariant gegeniiber solchen linearen Transformationen der vier Koordinaten 
1, X,%,x,, den sog. Lorentz-Transformationen, welche die indefinite Form 


(17) — C74 x? + x? 4 2? 
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in sich iiberfiihren. Lorentz und Einstein erkannten, da8 nicht nur die 
Gleichung (16), sondern das ganze System der elektromagnetischen Gesetze 
fiir den Ather diese Invarianzeigenschaft besitst, dap sie sich nimlich aus- 
driicken durch invariante Relationen zwischen Tensoren in einem vierdimen- 
stonalen affinen Raum mit den Koordinaten t, x,%,%,, in den durch die 
form (14) eine (indefinite) Metrik eingetragen ist: Lorentz-Einsteinsches 
Relativititstheorem. 

Zum Beweise dndern wir die Mafeinheit der Zeit, indem wir setzen 
ct==x,. Die Koeffizienten der metrischen Fundamentalform sind dann 


Sk=oC-4); si= ei, 
Wo & =—I, é,=é& =é,—=-1 ist. Beim Ubergang von den in 
. bezug auf einen Index z kovarianten zu den kontravarianten Komponenten 
eines Tensors ist die z** Komponente also lediglich mit dem Vorzeichen ¢; 
zu multiplizieren. Die Kontinuitatsgleichung der Elektrizitat (10) gewinnt 
die gewiinschte invariante Form 


wenn wir 

$-== 0; 5, 5, 9° gleich den Komponenten yon’? 
als die vier kontravarianten Komponenten eines Vektors in jenem vier- 
dimensionalen Raum einfiihren, des »Viererstroms<. Parallel damit — 
vgl. (16), (16’) — miissen wir 

p° = gp und die Komponenten von f: g*, g’, p? 
zu den kontravarianten Komponenten eines vierdimensionalen Vektors 
vereinigen, den wir als elektromagnetisches Potential bezeichnen; von 
seinen kovarianten Komponenten ist die o'° gm, = —q, die drei andern 
P:> Po, GP; Sind gleich den Komponenten von f. Dann lassen sich die 
Gleichungen (14), (15), durch welche die Feldgré8en 6 und © aus den 
Potentialen entspringen, in der invarianten Form schreiben 


OP: 0 PE Pas : 
(18) dxp mar a. == Lik; 
wo 
& a (203 TANS TN B =~ (fos Le; fe.) 


gesetzt ist. In dieser Weise hat man also elektrische und magnetische 
Feldstarke zu einem einzigen linearen Tensor 2. Stufe 7, dem »Feldes, 
zusammenzufassen.. Aus (18) ergeben sich die invarianten Gleichungen 
OF , Of: , OFx 
—- =— 
(19) Ox; dx Ox =) 
und dies ist das erste System der Maxwellschen Gleichungen (12,). Den 
Umweg iiber die Lorentzsche Lésung mit Hilfe der Potentiale haben wir 


lediglich eingeschlagen, um naturgemiB auf die richtige Art der Zusammen- 
fassung der dreidimensionalen Gro8en zu vierdimensionalen Vektoren und 


- 
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Tensoren gefiihrt zu werden. Bei Ubergang zu kontravarianten Kompo- 
nenten ist 
CSS ORO IB. A DA Tay TA 
Das zweite System der Maxwellschen Gleichungen leutet jetzt in invarianter 
vierdimensionaler Tensorschreibweise : 
0 Fe ; 
(20) = aa =s. 


Fiihren wir den vierdimensionalen Vektor mit den kovarianten Kompo- 
nenten 
(21) pi = Fyxs* 
(und den kontravarianten 

p= F*s,) 
ein — nach friiherem Brauch lassen wir die Summenzeichen wieder fort —, 
so ist p° die »Leistungsdichtes, die Arbeit pro Zeit- und Volumeinheit: 
p°? = (8©) [die Zeiteinheit ist hier dem neuen ZeitmaB x, = ct anzu- 
passen], und #*, p?, p? sind die Komponenten der Kraftdichte. 

Damit ist das Lorentzsche Relativititstheorem vollstindig bewiesen. 
Zugleich aber bemerken wir, dap die erhaltenen Gesetze genau so lauten 
wie die Gesetze des stationiren Magnetfeldes [§ 9, (62)], nur vom drei- 
dimensionalen auf den vierdimensionalen Raum itbertragen. Es ist kein 
Zweifel, daB in der vierdimensionalen Tensorformulierung ihre wahre 
mathematische Harmonie, die nicht vollkommener- sein kénnte, zutage tritt. 

Daraus ergibt sich noch weiter, daB wir genau wie im dreidimensio- 
nalen Fall die »Viererkraft« f; aus einem vierdimensionalen symmetrischen 
»Spannungstensor« S herleiten kénnen: 


as AGe 
(22) —pi= aaa oder — f? = Ppa 
(22') St = Fy F — 2168 | Fl? 


Das (hier nicht notwendig positive) Quadrat des Feldbetrages ist 
adh elt 2 La 
Wir wollen die Formel (22) durch direktes Ausrechnen bestiitigen. Es ist 
i kr : 
Der erste Term rechts ergibt 
— Fis? = — p;; 


der zweite wird, wenn man den Faktor yon ¥** gleichfalls schiefsym- 
metrisch schreibt, 


Oxz 0%, 
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und hefert mit dem dritten vereinigt 


an ad 4 0%, ie =) 


: dx; dxz 


? 


der dreiteilige Ausdruck in der Klammer ist nach (19) = o. 

|F\* ist = 8* — ©. Sehen wir zu, was die einzelnen Komponenten 
von S”* bedeuten, indem wir gemaiS der Scheidung in Zeit und Raum 
den Index o von den iibrigen 1, 2, 3 trennen. 

S°° ist == der Energiedichte W = i(€? -++ $7), 

Se = den Komponenten von © = [€%}, (, & = 1, 2, 3) 
Sue == den Komponenten des Maxwellschen Spannungstensors, 
der sich aus dem in § 9 angegebenen elektrischen und magnetischen Be- 
standteil zusammensetzt. Die o'* der Gleichungen (22) enthalt demnach 
das Energiegesetz. Die 1., 2., 3. haben eine vdllig analoge Gestalt. 


° : 5 : I 4 
Bezeichnen wir einen Augenblick die Komponenteen des Vektors —© mit 
c 


G*, G@’, G* und verstehen unter t’) den Vektor mit den Komponenten 
ee we, Beh 


so haben wir 
: IG 1) ; 
(23) —p= ae div t”. (2 == a) 3) 


Die Kraft, welche auf die in einem Raumgebiet V enthaltenen Elektronen 
wirkt, erzeugt eine ihr gleiche zeitliche Zunahme des Bewegungsimpulses 
derselben. Diese Zunahme wird nach (23) ausgeglichen durch eine ent- 


sprechende Abnahme des im Felde mit der Dichte © verteilten Fela- 


impulses und den Zustrom des Feldimpulses von augfen. Der Strom der 
i" Impulskomponente ist gegeben durch t), der Limpudsstrom selber ist 
demnach nichts anderes als der Maxwellsche Spannungstensor. Der Satz 
von der Lrhaltung der Energie ist nur die eine, die Zeitkomponente eines 
gegeniiber Lorentstransformationen invarianten Gesetzes, dessen Raumkom- 
ponenten die Erhaltung des Impulses aussagen. Die gesamte Energie so- 
wohl als der gesamte Impuls bleiben ungeindert; sie str6men nur im 
Felde hin und her und verwandeln sich aus Feldenergie und Feldimpuls 
in kinetische Energie und kinetischen Impuls der Materie et vice versa. 
Das ist die einfache anschauliche Bedeutung der Formeln (22). Ihr ge- 
mi werden wir in Zukunft von dem Tensor S der vierdimensionalen 
Welt als dem xergie-Impuls- Tensor oder kurz Energietensor sprechen. Aus 


I 
der Symmetrie desselben hat sich ergeben, daB die Zmpulsdichte aie mal 
dem Energiestrom ist; der Feldimpuls ist daher sehr schwach, er konnte 


aber als Druck des Lichtes auf eine spiegelnde Flache nachgewiesen 


werden. — 
Eine Lorentztransformation ist linear, sie kommt daher (wenn wir in 


unserer graphischen Darstellung wiederum eine Raumkoordinate unter- 
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driicken) auf die Einfihrung eines andern affinen Koordinatensystems 
hinaus. Uberlegen wir uns, wie die Grundvektoren e,, e,, ¢, des neuen 
Koordinatensystems liegen zu denen des alten e,, @,, @, d.1. zu den 


Einheitsvektoren in Richtung der x, (oder ¢), x,, x, Achse! Da fiir 


E = Xl + x, +b XC, = %KC4 + HL Ce; H 428s! 
0s ik, ee, = ty ee, ee, [= Cl 
sein soll, ist Ole.) = — 1. Der von O aus aufgetragene Vektor ej oder 
die ¢’-Achse liegt demnach im Innern des Kegels der Lichtausbreitung, 
die Parallelebenen ¢’ = konst. liegen so, daB sie aus dem Kegel Ellipsen 
ausschneiden, deren Mittelpunkte auf der ¢’-Achse liegen (s. Fig. 7), die 
x’, x’, Achse haben die Richtung konjugierter Durchmesser dieser Schnitt- 
ellipsen, so dafi die Gleichung jeder von ihnen 
x? -+ x/* = konst. 

lautet. 

Solange man an der Vorstellung des materiellen, schwingungsfahigen 
Athers festhalt, kann man in dem Lorentzschen Relativitdtstheorem nur 
eine merkwiirdige mathematische Transformationseigenschaft der Max- 
wellschen Gleichungen erblicken; das wahrhaft giiltige Relativitatstheorem 
bleibt das Galilei-Newtonsche. Es entsteht aber die Aufgabe, nicht nur 
die optischen Erscheinungen, sondern die gesamte Elektrodynamik und 
ihre Gesetze als die Konsequenz einer dem Galileischen Relativititsprinzip 
geniigenden Athermechanik zu deuten, indem ‘man die FeldgréBen in 
einen bestimmten Zusammenhang mit Dichte und Geschwindigkeit des 
Athers bringt. Vor Maxwells elektromagnetischer Lichttheorie hat man 
diese Aufgabe bekanntlich fiir die optischen Erscheinungen mit teilweisem, 
aber niemals endgiiltigem Erfolg zu lésen versucht; fiir das umfassende 
Gebiet, in das nach Maxwell die optischen Erscheinungen eingeordnet 
sind, hat man diesen Versuch nicht mehr unternommen’). Vielmehr be- 
gann sich adie Vorstellung des im leeren Raume existierenden Feldes, das 
keines Tragers bedarf, allmablich durchzusetzen; ja schon Faraday hatte 
in klaren Worten die Auffassung ausgesprochen, da sich nicht das Feld 
auf die Materie stiitzen miisse, sondern umgekehrt die Materie nichts 
anderes sei als Stellen des Feldes yon besonderem singuliren Charakter. 


§ 21. Das Einsteinsche Relativitaétsprinzip. 


Halten wir zundchst noch an der Athervorstellung fest! Es mu8 mog- 
lich sein, die Bewegung eines Korpers, z. B. der Erde, relativ zum ruhenden 
Ather zu konstatieren. Die Aberration leistet das nicht; durch sie wird 
vielmehr nur dargetan, daB jene relative Bewegung im Laufe des Jahres 
wechselt. Es seien A,OA, drei feste Punkte der Erde, welche ihre Be- 
wegung mitmachen; sie mégen in gerader Linie, und zwar in der Be- 
wegungsrichtung der Erde, in gleichem Abstand 4,0 = OA, =/ auf- 
einanderfolgen, und v sei die Translationsgeschwindigkeit der Erde durch 
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den Ather; ~ = ist (voraussichtlich) sehr klein. Ein in O aufgegebenes 
Lichtsignal wird in 4, nach Ablauf der Zeit say? im A, nach Ablauf 


der Zeit eintreffen. Leider kann man diesen Unterschied nicht 


cu 
domerecas weil man iiber kein rascheres Signal als das Licht selber 
verfiigt, um nach einem andern Orte die Zeit zu iibermitteln*). Wir helfen 
uns durch den Fizeauschen Gedanken: wir bringen in 4, und A, je 
einen kleinen Spiegel an, der den Lichtstrahl nach O reflektiert. Wird 
im Momente o das Lichtsignal in O gegeben, so wird das vom Spiegel 
A, reflektierte zur Zeit 


in O wieder eintreffen, das vom Spiegel 4, reflektierte aber zur Zeit 


I if 2le 
ctu c—v c—vu 


Jetzt ist kein Unterschied mehr vorhanden. Nehmen wir aber einen dritten, 
die Translationsbewegung durch den Ather gleichfalls mitmachenden Punkt 4 
auf der Erde an, so daB OA =/ ist, aber die Richtung OA mit der 
Bewegungsrichtung einen Winkel J einschlieBt! In der Figur sind O, O’, 
O” die sukzessiven Orte des 
Panktes O zur Zeit o, wo das 
Lichtsignal abgeschickt wird, im 
Augenblick ¢’, in welchem es von 
dem an der Stelle A’ befindlichen 
Spiegel A reflektiert wird, und 
schlieBlich zur Zeit ¢’ ++ ¢”, wo es 
wieder in O eintrifft. Aus der Oe Ee eae 
Figur geht die Proportion hervor Fig. 8. 
OBE OH = 0 0: OO 

folglich sind die beiden Winkel bei A’ einander gleich: der reflektierende 
Spiegel muB, wie im Falle der Ruhe, senkrecht zu der starren Verbin- 
dung OA gestellt werden, damit der Lichtstrahl nach O zuriickkommt. 
Eine elementare trigonometrische Rechnung liefert fiir die scheinbare 
Lortpflansungsgeschwindigkett in der Richtung 9: 


on oy he ae co — vy” 
hs Pa Ye sin? > 


*) Man k6nnte natiirlich daran denken, durch den Transport einer in Gang be- 
findlichen Uhr die Zeit von einem Weltpunkt nach einem andern zu iibertragen, 
Praktisch hat dieses Verfahren nicht die Prazision, die hier erforderlich ist. Theo- 
retisch ist es von vornberein zweifelhaft, ob diese Zeitiibertragung vom Wege unab- 
hiangig ist; die Relativitatstheorie fiihrt in der Tat zu der Erkenntnis, dab eine solche 
Abhingigkeit besteht; vgl. dariiber § 22. 


Sie ist also abhingig von dem Richtungswinkel #; durch thre Beobach- 
tung mu sich Richtung und GroBe von v feststellen lassen. 

Die Ausfiihrung dieser Beobachtung ist der beriihmte Michelsonsche 
Versuch*). Es werden zwei mit O starr verbundene Spiegel 4, 4* in den 
Entfernungen /, /* angebracht, der eine in der Bewegungsrichtung, der 
andere senkrecht zu ihr. Die ganze Montierung ist um O drehbar. Mittels 
einer halbdurchlassig versilberten, den rechten Winkel bei O halbierenden 

Glasplatte wird in O ein Lichtstrahl 

a in zwei gespalten, deren einer auf 4, 
| deren anderer auf 4* zulduft; dort 
o* werden sie reflektiert und bei ihrer 
Ankunft in O mittels jener halbversil- 

(a eee SB 4 berten Glasplatte wieder in eine einzige 
Beebe i Strahlenrichtung vereinigt. Es tritt Inter- 
ferenz ein (2 und Z* sind nahezu einander 
gleich) wegen der aus (24) sich ergebenden 
Wegdifferenz 
_ eLichtqsll | by o1* 

Fig. 9. ar 7? Vi = 7 
Dreht man jetzt das Geriist langsam um 90°, bis A* in die Bewegungs- 
richtung fallt, so geht diese Wegdifferenz stetig iiber in 


al 21* 


es tritt demnach eine Verminderung um 


a(+7*)( 


I I 
BR tao 
ein. Damit muf eine Verschiebung der Interferenzstreifen verbunden sein. 
Obwohl die numerischen Verhaltnisse so legen, daf noch 1°), der zu er- 
wartenden Verschiebung im Michelsonschen Interferometer wahrgenommen 
werden miifite, zeigte sich bet Ausfiihrung des Experiments keine Spur davon. 
Dieses seltsame Ergebnis suchte Lorentz durch die kiihne Hypothese 
zu erklaren, daB ein starrer Kérper durch seine Bewegung relativy zum 
Ather in der Bewegungsrichtung eine Kontraktion im Verhiltnis 1: Vz — g° 
erfahrt. In der Tat wiirde dies den negativen Ausfall des Michelsonschen 
Experiments erklaren. Denn dann hat in der ersten Lage OA in Wahr- 
heit die Linge 7V1 — qg’, OA* die Lange /*; in der zweiten Lage 
aber OA die Linge /, hingegen OA* die Lange * V1 — g?, und der 


1—T* 
Gangunterschied ergabe sich in ‘beiden Fallen mee) Auch er- 


Vi—@ 
hielte man bei Drehung eines starr mit O verbundenen Spiegels in allen 
Richtungen die gleiche scheinbare Fortpflanzungsgeschwindigkeit Vc? — v? 
und keine Abhangigkeit von der Richtung wie nach (24). Immerhin er- 
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schiene es theoretisch noch mdglich, an der gegeniiber ¢ verminderten 


scheinbaren Fortpflanzungsgeschwindigkeit Vc? —v? die Bewegung zu 
konstatieren; aber wenn der Ather die Mafstabe in der Bewegungsrich- 


tung im Verhaltnis 1: V1 — g* zusammendriickt, so braucht er den Gang 
der Uhren nur noch im gleichen Verhiltnis zu verlangsamen, um auch 
diesen Effekt zu zerstéren. TZatsdéchlich hat nicht nur der Michelsonsche, 
sondern haben eine ganze Zahl weiterer Versuche, einen Einfluf der Erd- 
bewegung auf kombinierte mechanisch-elektromagnetische Vorginge festzu- 
stellen, ein negatives Ergebnis gehabt®). Es wire also die Aufgabe der 
Athermechanik, nicht nur die Maxwellschen Gesetze zu erkliren, sondern 
auch diese merkwiirdige Wirkung auf die Materie, die so erfolgt, als hatte 
der Ather sich ein fiir allemal vorgenommen: Ihr verflixten Physiker, 
mich sollt ihr nicht kriegen! 

Die einzig verniinftige Antwort aber auf die Frage: Wie kommt es, 
daS eine Translation im Ather sich nicht von Ruhe unterscheiden 1aBt? 
war die, welche Einstein gab: wezl er nicht existiert! (Der Ather ist immer 
eine vage Hypothese geblieben, und noch dazu eine, die sich so schlecht 
als méglich bewadhrt hat.) Dann aber liegt die Sache so: fiir die Mechanik 
hat sich das Galileische, fiir die Elektrodynamik das Lorentzsche Rela- 
tivititstheorem ergeben. Hat es damit wirklich seine Richtigkeit, so heben 
sie sich gegenseitig auf und bestimmen einen absoluten Bezugsraum, in 
welchem die mechanischen Gesetze die Newtonsche, die elektrodyna- 
mischen die Maxwellsche Form haben. Die Schwierigkeit, den negativen 
Ausfall aller Experimente zu erklidren, die darauf aus sind, Translation 
von Ruhe zu unterscheiden, wird nur dann iiberwunden, wenn man fiir 
die gesamten Naturerscheinungen eines dieser beiden Relativititsprinzipe 
als giiltig ansieht. Das Galileische kommt fiir die Elektrodynamik nicht 
in Frage; es wiirde fordern, daf& in der Maxwellschen Theorie die Glie- 
der nicht auftreten, durch welche sich die zeitlich verinderlichen Felder 
von den stationaéren unterscheiden: es gibe keine Induktion, es gabe kein 
Licht und keine drahtlose Telegraphie. Hingegen laBt die Lorentzsche 
Kontraktionshypothese schon vermuten, die Newtonsche Mechanik lasse 
sich derart modifizieren, daB sie dem Lorentz-Einsteinschen Relativitats- 
theorem geniigt, die dabei auftretenden Abweichungen aber nur von der 


2 
v ; rapes rae 
GroBenordnung (=) werden; dann liegen sie fiir alle irdischen und 
B 


planetarischen Geschwindigkeiten v weit unter der Grenze der Beobach- 
tungsmdglichkeit. Das ist die Lésung Einsteins®), welche mit einem 
Schlage alle Schwierigkeiten behob: die Welt ist ein vierdimenstonaler 
affiner Raum, dem durch eine indefinite quadratische Lorm 


Q(t) = (ez) 
vou einer negativen und drez positiven Dimensionen eine Mapfbestimmung 
aufgeprigt ist. Alle physikalischen GroBen sind Skalare und Tensoren 
dieser vierdimensionalen Welt, alle Naturgesetze invariante Relationen 
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zwischen diesen. Die einfache konkrete Bedeutung der Form Q(t) ist 
die, daB ein in dem Weltpunkt O abgeschicktes Lichtsignal in allen und 


> 
nur den Weltpunkten 4 ankommt, fiir welche y= OA dem einen der 
beiden durch die Gleichung Q(ry) = o definierten Kegelmantel (vgl. § 4) 
angehért. Dadurch ist der »in die Zukunft gedffnete« der beiden Kegel 
Q x) So vor dem in die Vergangenheit gedffneten in objektiver Weise 
ausgezeichnet. Wir koénnen Q(x) durch Einfiihrung eines geeigneten »xor- 
malen« Koordinatensystems, bestehend aus dem Nullpunkt O und den 
Grundvektoren e; auf die Normalform bringen 
> >> 
(OA, OA) = — ot tat tal tx 

(x; die Koordinaten von A); dabei soll noch der Grundvektor e, dem in 
die Zukunft gedffneten Kegel angehéren. Unter diesen normalen Koord- 
natensystem laébt sich in objektiver Weise keine engere Auswahl treffen, 
sie sind alle gleichberechtigt. Legen wir irgend eines von ihnen zu- 
grunde, so ist x, als die Zeit, sind x,x,x, als Cartesische Raumkoordinaten 
anzusprechen, und alle auf Raum und Zeit sich beziehenden gelaufigen 
Ausdriicke sind in diesem Bezugssystem wie sonst zu verwenden. — Die 
adaquate mathematische Formulierung der Einsteinschen Erkenntnis ist 
iibrigens erst durch Minkowski’) gegeben worden; ihm verdanken wir die 
Vorstellung der vierdimensionalen Weltgeometrie, die hier von vorn her- 
ein zugrunde gelegt wurde. 

Der negative Ausfall des Michelsonschen Versuches ist jetzt klar. Denn 
wenn die Wirkungsweise der Kohiasionskrifte der Materie wie die Aus- 
breitung des Lichtes dem Einsteinschen Relativitaétsprinzip gema8 erfolgt, 
so miissen die Mafstibe so funktionieren, daB objektive Feststellungen 
keinen Unterschied zwischen Ruhe und Translation ergeben kénnen. Nach- 
dem die Maxwellschen Gleichungen, wie schon Lorentz erkannte, dem 
Einsteinschen Relativititsprinzip geniigen, ist der Michelsonsche Versuch 
geradesu ein Beweis dafiir, dap die Mechanik der starren Korper in Strenge 
nicht dem Galileischen, sondern dem Einsteinschen Relativititsprinzip gemap 
sein muff. 

Mathematisch ist dieses ersichtlich von viel gré8erer Einfachheit und 
Durchsichtigkeit als jenes; die Weltgeometrie ist durch Einstein-Minkowski 
der Euklidischen Raumgeometrie viel néher geriickt worden. Ubrigens 
kommt, wie man leicht zeigen kann, die Galileische dadurch als Grenz- 
fall der Einsteinschen Weltgeometrie heraus, daS man ¢ gegen oo kon- 
vergieren laBt. In anschaulicher Hinsicht aber mute¢t es uns zu, den Glauben 
an die objektive Bedeutung der Gleichseitigheit abzulegen; in der Befreiung 
von diesem Dogma liegt die grofe erkenntnistheoretische Tat Einsteins, die 
seinen Namen neben den des Kopernikus riickt. Die am SchluB des 
vorigen Paragraphen gegebene graphische Darstellung zeigt ohne weiteres, 
daB die Ebenen x’, = konst. nicht mehr mit den Ebenen x, = konst. zu- 
sammenfallen. Jede Ebene x’, = konst. trigt zufolge der in der Welt 
herrschenden, auf Q(z) beruhenden Metrik ihrerseits eine solche Ma8- 
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bestimmung, da die Ellipse, in der sie den »Licht-Kegel« schneidet, ein 
Kreis ist, und in ihr gilt die Euklidische Geometrie. Ihr Durchsto8punkt 
mit der x,-Achse ist der Mittelpunkt der Schnittellipse. So wird auch 
im gestrichenen Bezugssystem der Vorgang der Lichtausbreitung zu einem 
in konzentrischen Kreisen sich vollziehenden. 

Suchen wir zunaichst die Schwierigkeiten zu beheben, die fiir unsere 
Anschauung, unser inneres Erleben von Raum und Zeit in dem von Ein- 
stein herbeigefiihrten Umsturz des Zeitbegriffs zu liegen scheinen! Nach 
der gewohnlichen Auffassung ist es so: SchieBe ich von einem Punkte O 
aus in allen Richtungen, mit allen méglichen Geschwindigkeiten Kugeln 
ab, so erreichen sie alle Weltpunkte, die spiter als O sind; in die Ver- 
gangenheit aber kann ich nicht schieSen. Ebenso ist ein in O statt- 
findendes Ereignis nur auf das, was in spiteren Weltpunkten geschieht, 
von EinfluB, wahrend an der Vergangenheit »nichts mehr gedndert 
werden kann«; die duBerste Grenze erreicht die Gravitation nach dem 
Newtonschen Attraktionsgesetz, nach dem das Ausstrecken meines Armes 
z. B. im selben Moment bereits seine Wirkung auf die Planetenbahnen 
beginnt, deren Verlauf ein wenig modifizierend. Unterdriicken wir wieder 
eine Raumkoordinate und benutzen die graphische Darstellung, so be- 
ruht also die absolute Bedeutung der durch O laufenden Ebene ¢ = o 
darauf, dai sie die »swkiinftigen« Weltpunkte scheidet, welche von O 
Wirkung empfangen kdnnen, und die »vergangenen«, von denen aus eine 
Wirkung nach O gelangen kann. Nach dem Einsteinschen Relativitatsprinzip 
tritt an die Stelle der trennenden Ebene ¢ =o der Lichtkegel 

xitap—c?? =o 
(der im Grenzfall ¢ = 00 jene doppelt iiberdeckte Ebene ergeben wiirde), 
Danach ist es klar, wie die Dinge jetzt legen: Die Richtung aller in O 
geschleuderten Kérper mu8 in den vorderen, der Zukunft gedffneten Kegel 
hineinweisen (so auch die Richtung der Weltlinie meines eigenen Leibes, 
meiner »Lebenslinie<, wenn ich mich in O befinde); nur auf die Ereignisse 
in solchen Weltpunkten, die im Inner dieses vorderen Kegels liegen, 
kann das, was in O geschieht, von EinfluB sein; die Grenze wird von der 
durch den leeren Raum erfolgenden Ausbreitung des Lichtes gegeben*). 
Befinde ich mich in QO, so teilt O meine Lebenslinie in Vergangenheit 
und Zukunft; daran ist nichts geindert. Was aber mein Verhialtnis zur 
Welt betrifft, so liegen in dem vorderen Kegel alle diejenigen Weltpunkte, 
auf welche mein Tun und Lassen in O von Einflu8 ist, auBerhalb des- 
selben alle die Ereignisse, die abgeschlossen hinter mir liegen, an denen 
»jetzt nichts mehr zu dndern ist«: der Mantel des vorderen Kegels trennt 


*) Auch die durch den leeren Raum erfolgende Ausbreitung der Gravitation muh 
natiirlich nach der Einsteinschen Relativitatstheorie mit Lichtgeschwindigkeit erfolgen: 
das Gesetz fiir das Gravitationspotential mu sich in analoger Weise modifizieren wie 
dasjenige fiir das elektrostatische beim Ubergang von statischen zu zeitlich verander- 
lichen Feldern. 
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meine aktive Zukunft von meiner aktiven Vergangenheit. Hingegen sind 
im Innern des hinteren Kegels alle die Ereignisse lokalisiert, die ich ent- 
weder leibhaftig miterlebt (mitangesehen) habe, oder von denen mir irgend- 
eine Kunde gekommen sein kann, nur diese Ereignisse haben moglicher- 
weise EinfluB auf mich gehabt; auBerhalb desselben aber liegt alles, was 
ich noch miterleben werde oder doch miterleben wiirde, wenn meine 
Lebensdauer unbegrenzt ware und 
> mein Blick iiberall hindringen kénnte: 
der Mantel des hinteren Kegels scheidet 
— meine passive Vergangenheit von memer 
acs passiven Zukunft. Auf dem Mantel 
hee liegt das, was ich augenblicklich sehe 
~e=9 oder sehen konnte; er ist also eigent- 
lich das Bild meiner réumlichen Um- 
Wm welt. Da8 man in diesem Sinne 
Vig. io. zwischen akéiver und passiver Ver- 
gangenheit und Zukunft unterscheiden 
mu8, darin liegt die erst durch das Einsteinsche Relativitatsprinzip zum 
Ausdruck gekommene grundsitzliche Bedeutung der Romerschen Ent- 
deckung der endlichen Lichtgeschwindigkeit. Die durch O hindurch- 
fiilhrende Ebene ¢ =o in einem zulassigen Bezugssystem kann irgendwie 
so gelegt werden, daB sie den Lichtkegel Q(y) =o nur in O schneidet 
und somit den Kegel der aktiven Zukunft von dem Kegel der passiven 
Vergangenheit trennt. 

Zu einem Korper, der sich in gleichmafiger Translation befindet, kann 
immer ein solches zulissiges Bezugssystem (= normales Koordinaten- 
system) eingefiihrt werden, in welchem er ruht. In diesem Bezugssystem 
besitzen dann die einzelnen Stellen des Kérpers bestimmte Entfernungen, 
ihre geradlinigen Verbindungslinien bilden gewisse Winkel miteinander usw., 
die alle nach den Formeln der gewohnlichen analytischen Geometrie aus 
den Raumkoordinaten x,x,x, der betr. Punkte in dem jetzt zugrunde 
gelegten Bezugssystem zu berechnen sind. Ich will sie die RuAmafe des 
Korpers nennen (insbesondere ist danach klar, was die Ruhlinge eines 
MafBstabes ist). Ist jener K6rper eine Uhr, in welcher sich ein periodischer 
Vorgang abspielt, so kommt dieser Periode in dem Bezugssystem, in 
welchem die Uhr ruht, eine durch den Zuwachs der Koordinate x, wihrend 
einer Periode bestimmte Zeitdauer zu, die » Higenzeit« der Uhr. — StoBen 
wir den ruhenden Kérper in einem und demselben Augenblick an ver- 
schiedenen Stellen an, so werden sich diese Stellen in Bewegung setzen; 
aber da die Wirkung sich héchstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten 
kann, wird die Bewegung erst allmahlich den ganzen iibrigen K6rper in 
Mitleidenschaft ziehen. Solange die um die einzelnen StoBpunkte mit 
Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden Kugeln sich noch nicht iiber- 
decken, bewegen sich die mitgerissenen Umgebungen der Sto8punkte voll- 
stindig unabhingig voneinander. Daraus geht hervor, da8 es starre Kérper 
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passive Vergangenhert 
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im alten Sinne gema&% der Relativititstheorie nicht geben kann; d. h. es 
gibt keinen Korper, der bei allen Einwirkungen, denen man ihn aussetzt, 
objektiv immer derselbe bleibt. Wie kénnen wir aber trotzdem unsere 
MaB8stibe zur Raummessung verwenden? Ich gebrauche ein Bild. Er- 
hitzen wir ein im Gleichgewicht befindliches, in ein Gefaé8 eingeschlossenes 
Gas an verschiedenen Stellen gleichzeitig durch Stichflammen und _ iso- 
lieren es dann adiabatisch, so wird es zunachst eine Folge komplizierter 
Zusténde durchlaufen, die den Gleichgewichtssétzen der Thermodynamik 
nicht geniigen. SchlieBlich aber wird es zur Ruhe kommen in einem 
neuen Gleichgewichtszustand, der seiner jetzigen, durch die Erwarmung 
erhohten Energie entspricht. Von einem zur Messung brauchbaren starren 
K6rper (insbesondere einem linealen JAZafstab) verlangen wir, daB er 
zmmer wieder, wenn er in einem suldssigen Besugssystem sur Ruhe ge- 
kommen ist, der gleiche ist, der er vorher war, d. h. de gleichen Ruhmafe 
(Ruhlange) desétzt; von einer richtig gehenden Uhr, daB sie tmmer wieder, 
wenn sie in einem sulassigen Bezugssystem zur Ruhe gekommen ist, dieselbe 
Ligenzeit hat. Wir diirfen annehmen, da® die Mafstabe und Uhren, welche 
wir verwenden, mit hinreichender Anniherung dieser Forderung geniigen. 
_ Nur wenn wir (in dem angezogenen Vergleich) das Gas hinreichend lang- 
sam, streng genommen: unendlich langsam erwadrmen, wird es eine Folge 
thermodynamischer Gleichgewichtszustinde durchlaufen; nur wenn wir die 
Ma8staébe und Uhren nicht zu stiirmisch bewegen, werden sie in jedem 
Augenblick ihre Ruhlinge und Eigenzeit bewahren. Freilich sind die Be- 
schleunigungsgrenzen, innerhalb deren diese Annahme ohne merklichen 
Fehler gemacht werden darf, sehr weit gesteckt. Endgiiltiges und Exaktes 
dariiber kann aber erst eine auf den physikalischen und mechanischen 
Gesetzen beruhende durchgefiihrte Dyxamik ergeben. 

Um die Lorentz-Kontraktion vom Standpunkt der Einsteinschen 
Relativitatstheorie anschaulich zu verstehen, denken wir uns folgenden 
ebenen Vorgang. In einem tauglichen Bezugssystem (Koordinaten 7¢, x,, x, 
unter Unterdriickung einer Raumkoordinate), auf das sich die im folgenden 
gebrauchten Raum-Zeit-Ausdriicke beziehen, ruhe ein ebenes Papierblatt 
(mit den rechtwinkligen Koordinaten x,, x,), auf das eine geschlossene 
Kurve © gezeichnet ist. AuBerdem habe man eine kreisformige Platte, 
die einen um den Mittelpunkt drehbaren starren Zeiger tragt; dreht man 
diesen langsam herum, so beschreibe die Zeigerspitze den Rand der Platte: 
so erweist sich, daB sie in der Tat ein Kreis ist. Die Platte bewege 
sich nun auf dem Papierblatt in’ gleichférmiger Translation; rotiert wahrend- 
des der Zeiger langsam, so wird seine Spitze bestdndig den Rand der 
Platte durchlaufen: in diesem Sinne ist sie auch in der Translation eine 
Kreisscheibe. In einem bestimmten Moment falle der Rand der Scheibe 
genau mit der Kurve © zusammen. Messen wir © mittels ruahender Ma8- 
stébe aus, so finden wir, da8 © kein Kreis, sondern eine Ellipse ist. 
Der Vorgang ist in der Figur graphisch dargestellt. Es ist dasjenige 
Bezugssystem 7 xx’, hinzugefiigt, in welchem die Scheibe ruht. Der 
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Schnitt einer Ebene / = konst. mit dem Lichtkegel ist in diesem Be- 
zugssystem ein »augenblicklich vorhandener Kreis«; der tiber ihm in 
Richtung der /-Achse errichtete 
Zylinder stellt einen im gestriche- 
nen System ruhenden Kreis dar, 
grenzt demnach das Weltgebiet ab, 
das.von unserer Kreisscheibe be- 
strichen wird. Der Schnitt dieses 
Zylinders mit der Ebene ¢ =o 
ist in der Figur kein Kreis, son- 
dern eine Ellipse; der iiber ihr in 
Richtung der ¢-Achse  errichtete 
gerade Zylinder ist die dauernd 
vorhandene, auf dem Papierblatt 
gezeichnete Kurve. 

Fragen wir uns, welcher physikalischen Gesetze wir bediirfen, um die 
normalen Koordinatensysteme vor allen andern Koordinaten (im allge- 
meinen Riemannschen Sinne) atuszuzeichnen, so erkennen wir, daB dazu 
lediglich das Galileische Trigheitsprinzip und das Gesetz der Lichtaus- 
breitung erforderlich sind; mittels Lichtsignalen und kraftefrei sich be- 
wegenden Massenpunkten — selbst wenn uns fiir die letzteren nur ein 
enger Geschwindigkeitsbereich zur Verfiigung steht — sind wir imstande, 
ein derartiges Koordinatensystem festzulegen. Um dies zu erkennen, fiigen 
wir zundchst noch eine Erginzung zum Galileischen Tragheitsprinzip hinzu. 
Ist mit dem sich kriftefrei bewegenden Massenpunkt eine an seiner Bewegung 
teilnehmende Uhr verbunden, so wird durch ihre Zeitangaben die »Eigen- 
zeit« s fiir die Bewegung gemessen. Die Weltlinie des Punktes, besagt 
das Galileische Prinzip, ist eine Gerade; die Augenblicke der Bewegung, 
fiigen wir jetzt hinzu, welche durch s = 0, 1, 2, 3, ... (oder durch irgend- 
eine arithmetische Progression von s-Werten) gekennzeichnet werden, sind 
aquidistante Punkte auf dieser Geraden. Dadurch, daB wir zur Unter- 
scheidung der verschiedenen Stadien der Bewegung den Parameter der 
Eigenzeit einfiihren, erhalten wir nicht bloB eine Linie in der vierdimen- 
sionalen Welt, sondern eine »Bewegung« in ihr (vgl. die Definition auf 
S. 94), und diese ist nach Galilei eine Translation. 

Die Weltpunkte bilden eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit; das ist 
vielleicht die sicherste Tatsache unseres gesamten Tatsachenwissens. Ein 
System von vier Koordinaten x; (¢ = 0, 1, 2, 3) zur Festlegung dieser 
Punkte innerhalb eines gewissen Weltstiicks mége ein Aneares Koordinaten- 
system hei®en, wenn die Bewegung eines jeden kriftefrei sich bewegenden 
Massenpunktes unter Zugrundelegung des Parameters s der Eigenzeit sich 
analytisch so darstellt, daB die x; lineare Funktionen von s sind. Da 
es derartige Koordinatensysteme gibt, ist der eigentliche Inhalt des Trig- 
heitsgesetzes. Durch die Forderung der Linearitit ist aber das Koordi- 
natensystem bis auf eine lineare Transformation bestimmt; d.h. sind in 
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einem zweiten linearen Koordinatensystem x; die Koordinaten desselben 
willkiirlichen Weltpunktes, der im ersten die Koordinaten x; besitzt, so 
miissen die x; lineare Funktionen der x; sein. Indem wir die Welt- 
koordinaten x; zugleich als Cartesische Koordinaten in einem vierdimen- 
sionalen Euklidischen Raum deuten, liefert uns ein Koordinatensystem 
stets eine Abbildung der Welt (oder des Weltstiicks, in welchem die x; 
existieren) auf einen Euklidischen Bildraum. Unsere Behauptung kann 
deshalb dahin formuliert werden: Eine Abbildung zweier Euklidischer 
Raume aufeinander, bei welcher Gerade in Gerade itibergehen und eine 
Reihe. aquidistanter Punkte auf einer Geraden stets wieder in eine aqui- 
distante Punktreihe, ist notwendig eine affine Abbildung. Wahrscheinlich 
wird die beistehende Figur, welche die 
»Mobiussche Netzkonstruktion« *) ver- 
anschaulicht, dem Leser den Beweis 
dieses Satzes ohne weiteres an die Hand 
geben. Die Netzkonstruktion kann offen- 
bar so eingerichtet werden, da8 die drei 
Richtungen der bei ihr benutzten Ge- ca 
raden einem vorgegebenen, beliebig SSS 
schmalen Richtungskegel entnommen Fig. 12. 

werden; so da jenes geometrische 

Theorem bestehen bleibt, auch wenn man nur von denjenigen Geraden, 
deren Richtungen diesem Kegel angehoren, weifB, da sie durch die Ab- 
bildung wieder in Gerade iibergefiihrt werden. 

Das Galileische Tragheitsgesetz allein beweist also schon vollstindig, 
da8 die Welt affin ist; mehr aber la8t sich aus ihm auch nicht ablesen, 
Die metrische Grundform (ry) der Welt wird jetzt wie oben durch den 
Vorgang der Lichtausbreitung erklart: ein in O aufgegebenes Lichtsignal 


trifft in dem Weltpunkt 4 dann und nur dann ein, wenn ¢ = OA dem 
einen der beiden durch (yy) = o definierten Kegelmantel angehdrt. Da- 
durch ist die quadratische Form bis auf einen konstanten Faktor fest- 
gelegt; um ihn zu bestimmen, muB eine individuelle MaBeinheit willkiir- 
lich gewahlt werden. (Vgl. hierzu Anhang I.) 
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Einen Weltvektor y nennen wir ravm- oder zeitartig, je nachdem (fy) 
positiv oder negativ ist. Die zeitartigen Vektoren weisen teils in die 
Zukunft, teils in die Vergangenheit. Wir nennen die Invariante 


(25) 4s =V— (tx) 


fiir einen in die Zukunft weisenden zeitartigen Vektor x die Lzgenzezt des- 


selben; setzen wir 
t= AES © ©, 


so ist e, die »Richtung« der zeitartigen Verschiebung x, ein in die Zu- 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. ii 
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kunft weisender Vektor, welcher der normierenden Bedingung (ee) = — 1 
gentgt. 

Wie in der Galileischen, so miissen wir auch in der Einsteimschen 
Weltgeometrie, um alteingewurzelte Vorstellungen und Ausdriicke iiber 
Raum und Zeit anwenden und den Zusammenhang mit der Anschauung 
herstellen zu kénnen, eine Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit vor- 
nehmen, durch Projektion in Richtung eines in die Zukunft weisenden 
zeitartigen Vektors e, der durch die Bedingung (ee) = — 1 normiert sei. 
Der Vorgang der Projektion ist in § 19 eingehend besprochen; die auf- 
gestellten Fundamentalformeln (3), (5), (5’) sind hier mit ¢ = —jZ an- 
zuwenden*), Weltpunkte, deren Verbindungsvektor zu e proportional ist, 
fallen in denselben Raumpunkt, den wir materiell durch einen ruhenden 
Massenpunkt dauernd markieren kénnen, graphisch durch eine zu e€ par- 
allele Weltgerade darstellen. Der dreidimensionale Raum &,, der durch 
die Projektion entsteht, tragt eine Euklidische Metrik, da fiir jeden zu e 
orthogonalen Vektor y*, d. h. jeden Vektor y*, welcher der Bedingung 
(yaeire=10 geniigt, (c* 2") positiv ast (auBer fiir ¢* — o;) veloeS™4)eiede 
Verschiebung xy der Welt spaltet sich nach der Formel 

y= 4t|e: 
4¢ ist ihre Zeitdauer (»Hohe« wurde sie in § 19 genannt), x die von 
ihr hervorgerufene Verschiebung im Raum &,. 

Bilden e,, €,, €, ein Koordinatensystem in R,, so bilden die zu e = e, 
orthogonalen Weltverschiebungen e,, ¢,, €,, durch welche jene Raum- 
verschiebungen hervorgerufen werden, zusammen mit e, ein »2u Re ge- 
horiges« Koordinatensystem fiir die Weltpunkte. Es ist normal, wenn die 
drei Vektoren e; in #, ein Cartesisches Koordinatensystem bilden; auf 
jeden Fall aber hat:in ihm das Koeffizientensystem der metrischen Funda- 
mentalform die Gestalt 
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Die Eigenzeit 7s eines in die Zukunft weisenden zeitartigen Vektors x 
(¢ = Js +e) ist gleich der Zeitdauer von y in dem Bezugsraum R,, in 
welchem ¢ keine raiumliche Verschiebung hervorruft. — Wir werden im 
folgenden mehrere Zerspaltungen nach den Vektoren e, e’, --+ neben- 
cinander zu betrachten haben; immer soll dabei e (ohne oder mit Index) 
einen in die Zukunft weisenden, zeitartigen, der Normierungsbedingung 
(ee) = — r geniigenden Weltvektor bezeichnen. 


*) Die Mafeinheiten yon Raum- und Zeitliingen sind dabei so gewdhlt, da die 
Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum =1 wird. Will man auf die traditionellen Ein- 
heiten des CGS-Systems gefiihrt werden, so muf man die Normierung (ee) = — 1 


ersetzen durch (ee) = —c?, und es ist e = —c? zu nehmen. 
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Sei X ein Kérper, der in R,, KX’ ein K6rper, der in Ry ruhe. X’ fiihrt 
in R, eine gleichformige Translation aus. Ist in R,, d.h. also bei Zer- 
spaltung nach dem Vektor e: 


(26) Ca 
so erfahrt X’ in R, wihrend der Zeitdauer 4 die Raumverschiebung /»; 
es ist demnach wv die Geschwindigkeit von K' in R, oder die Relativ- 


gesthwindigheit von K’ in bezug auf K. Uhre GroBe v bestimmt sich 
aus v* == (vv). Nach (3) ist 


(27) h = — (ee); 
anderseits gilt nach (5) 
t= = (ee) == 42 — A? (ov) = A? (1 — Lhe 
also 
I 
(28 h = ———_ . 
V1 —v’ 


Erfaihrt A’ zwischen zwei Augenblicken seiner Bewegung die Weltver- 
schiebung 4s-e’, so zeigt (26), daB 4- 4s = 4# die Zeitdauer dieser 
Verschiebung in A, ist; zwischen Eigenzeit 7s und Zeitdauer 47 der 
Verschiebung in R, besteht demnach die Beziehung 


(29) A == iV a 


Da (27) symmetrisch in e und e’ ist, lehrt (28), daB die Gréfe der 
Relativgeschwindigheit von K' in besug auf K gleich derjenigen von K in 
bezug auf K' ist; die vektoriellen Relativgeschwindigkeiten selber lassen 
sich #2cht miteinander vergleichen, da die eine im Raum R,, die andere 
im Raum R, liegt. 

Betrachten wir drei Zerspaltungen, nach e, e,, ¢,. <,, X, seien zwei 
Korper, die bzw. in Ry,, R,, ruhen. In R, sei 


I 
ee HEN 2 be | 
| ce i oe 
I 
7 h, | AW, ; h, — Ve v2 


Dann ist 
7G e,) = h, h, {1 nas (v, v,)} 3 
Bilden also die Geschwindigkeiten », und », von A, und A, in Rk, 
deren GroBe v,, v, ist, den Winkel # miteinander und ist v,, =v,, die 
GréBe der Relativgeschwindigkeit von K, in bezug auf K, (oder um- 
gekehrt), so gilt de Hormel 
I — U,U, cost I 
{30 ———— = 
3 Ver eer pon ieee 


gemifi der sich die Relativgeschwindigkeit zweier Korper aus thren Ge- 


11* 


schwindigheiten bestimmt. Setzen wir fiir jede der GeschwindigkeitsgréBen 
v(<<1) unter Benutzung des Tangens hyperbolicus: 
U= SGU, 

so erhalten wir 

Coj uw, Coju, — Sinu, Sinw, cost = Cojfu,, - 
Diese Formel geht in den Kosinussatz der sphirischen Trigonometrie 
iiber, wenn man die hyperbolischen durch die entsprechenden trigono- 
metrischen Funktionen ersetzt; also ist ”,, die dem Winkel J gegeniiber- 
liegende Seite in einem Dreieck der Bolyai-Lobatschefskyschen Ebene, 
dessen beide anderen Seiten = #,, uv, sind. 

Neben den Zusammenhang (29) zwischen Zeit und Eigenzeit stellt sich 
der zwischen Lange und Ruhlange. Wir legen den Bezugsraum R, zu- 
grunde. In einem Jestimmten Moment mdgen sich die einzelnen Massen- 
punkte des Kérpers in den Weltpunkten O, 4, ... befinden; die Raum- 
punkte O, A,... von R,, in denen sie liegen, bilden eine Figur in 
R,., der wir Dauer verleihen kénnten, wenn 
der Korper A’ in dem betrachteten Momente 
einen »Abdruck« im Raum R, hinterliefe, 
wie dies durch das am Schlu8 des vorigen 
Paragraphen besprochene anschauliche Beispiel 
illustriert wird. Fallen anderseits in dem Raum 
R., in welchem X’' ruht, die Weltpunkte O, 
A, .... in edie) Raumpunkte,O 734 eee aso 
bilden O', A’,... die Ruhgestalt des Kor- 
pers K’ (man vergleiche die Figur, in der 
»orthogonale« Weltrichtungen als senkrechte 
gezeichnet sind). Zwischen demjenigen Teil 

Fig. 13. von #,, den der Abdruck einnimmt, und der 

Ruhfigur des Ké6rpers in R, besteht eine 

Abbildung, durch welche allgemein die Punkte A, A’ einander zugeordnet 

sind; sie ist offenbar affin (es handelt sich in der Tat um nichts anderes 

als um orthogonale Projektion). Da die Weltpunkte O, 4 gleichzeitig 
sind bei Zerspaltung nach e, so ist 


>> 


OA=r=o|rin BR; 2r=OA. 
Nach der Grundformel (s) ist 


OA" = (tx) = (ez), 
O'A™ = (Ex) + (te’)’. 
Bestimmen wir aber nach (s’) (re’) in R,, so kommt 


(ce’) = A(rv) ; 


also wird 


ora? = (gx) + 2. 


pu Hy 


§ 22. Relativistische Geometrie, Kinematik und Optik. 165 


Benutzen wir in R, ein Cartesisches Koordinatensystem x, x,«, mit O 
als Anfangspunkt, dessen x,-Achse in die Richtung der Geschwindigkeit » 
fallt, und sind x,x,x, die Koordinaten von A, so haben wir 


OA = x xi +33, 
Ora = pat phe pal ta, 
wenn man 
as mag Mom, ASH 
bear] 


setzt. Indem man in #, jedem Punkt mit den Koordinaten (x,, x,, 2,) 
den ‘Punkt mit den aus (31) sich ergebenden Koordinaten (x’,, x’, ;) 
zuordnet, fiihrt man eine Dilatation des Abdrucks in Richtung der Kérper- 
bewegung im Verhiltnis 1: V1 —v durch. Unsere Formeln besagen, 
daB dadurch der Abdruck in eine zur Ruhegestalt des K6rpers kon- 
gruente Figur iibergeht: das ist die Lorentz-Kontraktion. Insbesondere be- 
steht zwischen dem Volumen V7, das der Kérper KX’ in einem bestimmten 
Augenblick im Raum R, einnimmt, und seinem Ruhvolumen V, die Be- 
ziehung 
Vi== ViVi — 0’. 

Alle optischen Winkelmessungen durch Anvisieren stellen die Winkel 
zwischen Lichtstrahlen in demjenigen Bezugsraum fest, in welchem das 
(aus starrem Material gebaute) MefSinstrument ruht. Déese Winkel sind 
es auch, wenn wir das Mefinstrument durch das Auge ersetzen, welche 
mapgebend sind fiir die von einem Beobachter anschaulich erfafte Gestalt 
der in seinem Gesichtsfeld befindlichen Gegenstande. Um den Zusammen- 
hang zwischen Geometrie und Beobachtung geometrischer Grdfen herzu- 
stellen, miissen wir daher noch auf optische Verhiltnisse eingehen. 

Die einem Lichtstrahl entsprechenden Lodsungen der Maxwellschen 
Gleichungen haben sowohl im Ather wie in einem homogenen Medium, 
das in einem zulaissigen Bezugsraum ruht, diese Form, daB die Kompo- 
nenten der Zustandsgréfen (bei komplexer Schreibweise) alle 


== konst. 777°) 


sind, wo © = @(P), die durch diesen Ansatz nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmte »Phase«, eine Funktion des als Argument auftretenden 
Weltpunktes ist. Nach Ausfiihrung irgend einer linearen Transformation der 
Weltkoordinaten werden die Komponenten im neuen Koordinatensystem 
abermals die gleiche Gestalt besitzen, mit derselben Phasenfunktion 0. 
Die Phase ist demnach eine Invariante. Fiir eine ebene Welle ist sie 
eine /imeare und, wenn wir absorbierende Medien ausschlieBen, reelle 
Funktion der Weltkoordinaten von P und die Phasendifferenz in zwei 
beliebigen Punkten ©0(8) — @(A) mithin eine Linearform der willkiir- 


»> 
lichen Verschiebung y== AZ, also ein kovarianter Weltvektor. Stellen 
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wir diesen durch die korrespondierende Verschiebung 1 dar (wir sprechen 
kurz von dem »Lichtstrahl I<), so ist also 
©(B) — O(A) = (Cz). 


Spalten wir nach einem zeitartigen Vektor e in Raum und Zeit und setzen 
y 
2 {=yw|—a 
(32) F 


in solcher Weise, daB der Raumvektor @ in R, die Linge 1 besitzt, 


Pia IE 


=» {8 — a. 


Daraus geht hervor, daB y die Frequenz bedeutet, g die Fortpfanzungs- 

geschwindigkeit und a die Richtung des Lichtstrahls im Raume #,. Im 

Ather ist, wie sich noch aus den Maxwellschen Gleichungen ergibt, die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit g = 1 oder 
(=o. 

Spalten wir die Welt auf zweierlei Art, einmal nach e, ein andermal 

nach e’, in Raum und Zeit und unterscheiden die auf die eine und andere 


Spaltung beziiglichen GréBen durch den Akzent, so ergibt sich nun sofort 
aus der Invarianz von (If) das Gesetz 


(33) v° & sa :) = (5 = r) 
q g 


Fassen wir zwei Lichtstrahlen [,, f, mit den Frequenzen v,, v, und den 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten g,, g, ins Auge, so ist 


so ist die Phasendifferenz 


(lS) == rae (fet _ | ; 


pay Ay} 


Bilden jene also den Winkel w miteinander, so gilt 
[cos @ 


mUAre 
Fiir den Ather lauten diese Gleichungen 


f 
\ COS & 
a My ; 


\ beeen | 
=p = OP 4 
J VALE 


¢ 


Ae 
= vv), sin? — - 
2 


a) 


(35) g=7(=1), v,V, sin? z 


Um endlich den Zusammenhang zwischen den Frequenzen ” und » an- 
zugeben, nehmen wir einen K6érper an, der in Ry ruht; er habe im 
Raum R, die Geschwindigkeit », so daB wie frither 


(26) G2 2-149 ang 
zu setzen ist. Aus (26) und (32) folgt 


y' == — (Le) = wh f — a . 
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Bildet demnach die Richtung des Lichtstrahls in R, mit der Geschwin- 
digkeit des Kérpers den Winkel +, so ist 


5 Ue od 
y g 

er ri 

(36) ist das Dopplersche Prinzip. Da beispielsweise ein Natrium- 
molekiil, in einem zulaissigen Bezugsraum ruhend, immer objektiv das- 
selbe sein wird, so besteht dieser Zusammenhang zwischen der in einem 
ruhenden Spektroskop beobachteten Frequenz »’ eines ruhenden und ¥ 
eines mit der Geschwindigkeit v sich bewegenden Natriummolekiils; J ist 
der Winkel, welchen die Bewegungsrichtung des Molekiils mit dem in 
das Spektroskop eintretenden Lichtstrahl bildet. — Setzen wir (36) in (33) 
ein, so bekommen wir eine Gleichung zwischen g und 4’: sie gestattet, 
aus der Fortpflanzungsgeschwindigkeit g’ des Lichtes in einem ruhenden 
Medium, z. B. in Wasser, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit g im bewegten 
zu berechnen; v ist jetzt die Stromungsgeschwindigkeit des Wassers, # der 
Winkel, den die Strémungsrichtung des Wassers mit dem Lichtstrahl ein- 
schlieBt. Lassen wir insbesondere diese beiden Richtungen zusammen- 
fallen und vernachlassigen hoéhere Potenzen von v (das ja in praktischen 
Fallen sehr klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit), so bekommen wir 


g=7+tur—9q): 


. . . = 1 : 
nicht mit ihrem vollen Betrage v, sondern nur mit dem Bruchteil 1 ee 


I : 5 A : : : 
desselben (« ==, der Brechungsindex des Mediums} addiert sich die 
7 
Geschwindigkeit des Mediums zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Dieser 
» Mitfiihrungskoeffizients 1 ——,; war bereits lange vor der Relativitats- 
H 


theorie von Fizeau experimentell dadurch festgestellt worden, daB er zwei 
der gleichen Lichtquelle entstammende Strahlen, deren einer durch ruhen- 
des, deren anderer durch flieBendes Wasser lauft, zur Interferenz brachte’). 
DaB die Relativitatstheorie dieses merkwiirdige Resultat erklairt, zeigt, 
da sie fiir die Optik und Elektrodynamik bewegter Medien Geltung hat 
(und daB in solchen nicht etwa, wie man nach der in ihnen giiltigen 
Wellengleichung vielleicht vermuten kénnte, ein Relativititsprinzip gilt, 
das aus dem Lorentz-Einsteinschen hervorgeht, wenn man ¢ durch g er- 
setzt). Die Formel (34) endlich wollen wir fiir den Ather g = 97 = 1 
spezialisieren — vel. (35): 

ah ee Dipak COS) (1) 9) COsay eng. Ut 


sin = 2 didi LAF Pa ee 
2 I—v 


Ist der Bezugsraum #%, derjenige, auf welchen sich die Planetentheorie 
bezieht (und in dem der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht), der 
Kérper die Erde (auf der sich das Beobachtungsinstrument befindet), 
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100 2. Ee eS eee 
v ihre Geschwindigkeit in R,, w der Winkel in R,, den die zum Sonnen- 
system gelangenden Strahlen zweier unendlichentfernter Sterne miteinander 
bilden, ,, %, die Winkel, welche diese Strahlen mit der Bewegungs- 
richtung der Erde in R, einschlieBen, so bestimmt sich der Winkel w’, 
unter dem die Sterne von der Erde aus beobachtet werden, durch diese 
Gleichung.  kénnen wir freilich nicht messen, aber wir beobachten die 
mit den Anderungen von #, und #, im Laufe des Jahres verbundenen 
Anderungen yon w’ (Aderration). — 

Die Formeln fiir den Zusammenhang zwischen Zeit und Eigenzeit, 
Volumen und Ruhvolumen gelten auch fiir ungleichformige Bewegung. Ist 
dy die unendlichkleine Verschiebung, welche ein sich bewegender Massen- 
punkt in einem unendlichkleinen Zeitraum in der Welt erfahrt, so wird 
durch 

i =—=105,- Wee iE 1) a oe 
Eigenzeit ds und Weltrichtung 1 dieser Verschiebung erklart. Das tiber 
irgend ein Stiick der Weltlinie erstreckte Integral 
Jds = JV— (dt, dz) 

ist die wihrend dieses Teiles der Bewegung verflieBende »Eigenzeit«; sie 
ist unabhingig von jeder willkiirlichen Zerspaltung der Welt in Raum 
und Zeit und wird bei nicht zu stiirmischer Beschleunigung durch eine 
mit dem Massenpunkt verbundene Uhr angegeben werden. Benutzen wir 
irgendwelche lineare Koordinaten x; in der Welt und die Eigenzeit s als 
Parameter zur analytischen Darstellung der Weltlinie (so wie wir in der 
dreidimensionalen Geometrie die Bogenlaénge gebrauchen), so sind 

aX; cow k 

fee 


die (kontravarianten) Komponenten von u, und es ist MT = — I. 
: 


Zerspalten wir die Welt nach e in Raum und Zeit, so gilt 


ia | y 
Vi—v*? | Vi—v? 
wo ¥ die Geschwindigkeit des Massenpunktes ist, und zwischen der wah- 


rend der Verschiebung dy verflieBenden Zeit d¢ in R, und der Eigen- 
zeit ds besteht der Zusammenhang 


(37) ds = datV1 —v?. 


Liegen zwei Weltpunkte 4, B so zueinander, da8 AB ein in die Zukunft 
gerichteter zeitartiger Vektor ist, so kann A mit B durch Weltlinien ver- 
bunden werden, deren Richtung iiberall gleichfalls dieser Bedingung ge- 
niigt; es kénnen also in 4 abgehende Massenpunkte nach B gelangen. 
Die von ihnen dazu benétigte Eigenzeit ist abhangig von der Weltlinie; 
sie ist am langsten fiir einen Massenpunkt, der in gleichformiger Trans- 
lation von 4 nach B fliegt. Denn zerspalten wir so in Raum und Zeit, 


u = in Ry, 
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daB 4 und # in den gleichen Raumpunkt fallen, so ist diese Bewegung 
die Ruhe, und die Behauptung geht aus der Formel (37) hervor, welche 
lehrt, da& die Eigenzeit s hinter der Zeit ¢ zuriickbleibt. —- Der Lebens- 
prozeB eines Menschen kann sehr wohl mit einer Uhr verglichen werden. 
Von zwei Zwillingsbriidern, die sich in einem Weltpunkt 4 trennen, bleibe 
der eine in der Heimat (d.h. ruhe dauernd in einem tauglichen Bezugs- 
raum), der andere aber unternehme Reisen, bei denen er Geschwindig- 
keiten (relativ zur »Heimat«) entwickelt, die der Lichtgeschwindigkeit 
nahekommen; dann wird sich der Reisende, wenn er dereinst in die 
Heimat zuriickkehrt, als merklich jiinger herausstellen denn der Sefhafte. 

Ein Massenelement dm (eines kontinuierlich ausgedehnten Korpers), 
das sich mit einer Geschwindigkeit von der GréBe v bewegt, nimmt in 
einem bestimmten Moment ein Volumen dV ein, das mit seinem Ruh- 
volumen @V, durch die Formel zusammenhangt: 


adV=dadV,Vi—v’. 


: d : d , : : 
Fiir Dichte = ge und Ruhdichte =u, gilt demnach die Gleichung 


fo} 
uy = we Vi — 2". 
4, ist eme Invariante, “,4 mit den Komponenten u,v also ein durch 


die Bewegung der Masse unabhingig vom Koordinatensystem bestimmter 
kontravarianter Vektor, der »materielle Strom«. Er geniigt der Kon- 


tinuitatsgleichung 
Y 0 (4. %) 
ox; 


Dieselben Bemerkungen finden Anwendung auf die Elektrizitat: haftet sie 
an der Materie und ist de die elektrische Ladung des Massenelementes 


: : de 4 de 
dm, so besteht zwischen Ruhdichte 90, = aie und Dichte @ = IV der 
Zusammenhang 
Oot Ue 
und 


= 0,u 

sind die kontravarianten Komponenten des *elektrischen (Vierer-)Stroms< ; 
das entspricht genau dem Ansatz in § 20. In der phanomenologischen 
Maxwellschen Theorie der Elektrizitat wird die verborgene Bewegung der 
Elektronen als Bewegung der Materie nicht mit beriicksichtigt, folglich 
haftet dort die Elektrizitét nicht an der Materie. Die einem Stiick Materie 
zukommende Ladung kann dann nicht anders erklart werden als: die- 
jenige Ladung, welche sich gleichzeitig in demselben Raumstiick befindet, 
das in dem betr. Moment von der Materie eingenommen wird; daraus 
geht hervor, daB sie nicht wie in der Elektronentheorie eine durch das 
Materiestiick bestimmte Invariante ist, sondern abhaingig von der Zer- 
spaltung der Welt in Raum und Zeit. 


fe) Relativitit von Raum und Zeit 


§ 23. Elektrodynamik bewegter Korper. 


Mit der Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit ist eine Zerspaltung 
aller Tensoren verbunden; wie diese geschieht, wollen wir zundachst rein 
mathematisch betrachten, um sie dann auf die Herleitung der elektro- 
dynamischen Grundgleichungen fiir bewegte Kézper anzuwenden. Es 
handle sich um einen #-dimensionalen metrischen Raum, den- wir als 
»Welt« bezeichnen, mit der metrischen Grundform (rx). Sei e ein Vektor 
in ihm, fiir welchen (ee) == ¢ +: © ist: nach ihm spalten wir in bekannter 


Weise die Welt in Zeit und Raum R,. ¢€,, @,, .--) @x—: moge irgend 
ein Koordinatensystem im Raum R, sein und e,, ¢,, ..., @:—1 diejenigen 
zu ¢€==e, orthogonalen Verschiebungen der Welt, welche ¢,, €,, ..., 
e,_, in R, hervorrufen. In dem »zu R, gehdrigen« Koordinatensystem 
e;(2 == 0, 1, 2,..., #—1) fiir die Welt hat das Schema der kovarianten 
Komponenten des metrischen Fundamentaltensors die Gestalt 

ee Nee aise 

| 
oO Str Sie | (2 om 3) : 
° Sax S22 | 


Wir fassen als Beispiel einen Tensor 2. Stufe ins Auge, der in diesem 
Koordinatensystem die Komponenten 7’ besitze. Er spaltet, wie wir be- 
haupten, in einer durch e allein bestimmten Weise nach dem folgenden 
Schema 


Zoo} Tor Loe 
fis fh in 
Lo) Tar Tre 


in einen Skalar, zwei Vektoren und einen Tensor 2. Stufe in R,, die 
hier durch ihre empenenie im Koordinatensystem e;(? = 1, 2,..., 2—1) 
charakterisiert sind. 

Spaltet namlich die beliebige Weltverschiebung x nach e wie folgt: 


r=S|t, 


und gilt bei Zerlegung in einen zu e proportionalen und einen zu e Sun 
gonalen Summanden 


t= Se + x* 
so ist, wenn ¢ die Komponenten & hat: 


n—T uw—t w—T 


b= > ee, Sea gt == DS Sez, rare. 


z7=0 ae a= 


Ohne Benutzung eines Koordinatensystems laBt sich daher die Zerlegung 


des Tensors so darstellen. Sind ry, zwei willkiirliche Verschiebungen 
der Welt und setzen wir ‘ 


(38) r= se-- 2%) Shier 
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so da8 x* und * orthogonal zu e sind, so ist die zum Tensor 2. Stufe 
gehorige Bilinearform 

Tey) = $y Zee) + y Tie*e) + § Zley*) + T(e*y*). 
Wir bekommen also, wenn wir fiir zwei beliebige Verschiebungen des 


Raumes x, y unter ¢*, )* die zu e orthogonalen Verschiebungen der Welt 
verstehen, welche sie hervorrufen, 


r. emen Skalar 7(ee) = /= J, 
2. zwei Linearformen (Vektoren) im Raum R,, definiert durch 


L(t) = 7(e*e), L(x) = Tler*), 
3. eine Bilinearform (Tensor) im Raum R,, definiert durch 
T(zy) = T(e*y*). 
Sind x, ) beliebige Weltverschiebungen, welche x, bzw. y in R, hervor- 


rufen, so mu man in diesen Definitionen x*, )* nach (38) durch x — &e, 
) — ne ersetzen, wo 


E=— (ce), = — (he). 


Setzen wir noch 
Tee) = L(x), Tex) = L(x), 


so erhalten wir dann 


— fza=ze-Le9, re=Zey-—Leee): 
(39) : 2 y | 
Tiey) = Tix) — + (ye) Ze) — + we) Z'(0) + Z teeh(e). 


Die auf der linken Seite stehenden Linear- und Bilinearformen (Vektoren 
und Tensoren) in #, kénnen durch die auf der rechten Seite stehenden 
aus ihnen eindeutig sich bestimmenden Vektoren und Tensoren der Welt 
reprasentiert werden. In der obigen Komponentendarstellung kommt das 
darauf hinaus, daB z. B. 

o oO Oy Eo 


van eee ; 3 
Ge es ‘? | repraésentiert wird durch On Wl tees 
De las 


eo I: 


21 


Z, 


22 


Man sieht sofort ein, da® in allen Rechnungen die Tensoren des Raumes 
durch die reprasentierenden Welttensoren ersetzt werden kénnen; doch 
werden wir hier nur davon Gebrauch machen, da%, wenn ein Raumtensor das 
i fache eines andern ist, das gleiche fiir die reprasentierenden Welttensoren gilt. 

Legen wir dem Rechnen mit Komponenten ein Je/ebiges Koordinaten- 
system zugrunde, in welchem 

ee a A shee i 
so ist die Invariante 
== ae endive tne en 
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Die beiden Vektoren und der Tensor in BR, aber haben gema8 (39) zu 
Reprisentanten in der Welt die beiden Vektoren und den Tensor mit 


den Komponenten 


L: L;—- Les Dae ee 


L':L; — ee Lit ee 
é 
é Jhb e;Lh 
Te CeLi titi ar en 
a é 
Im Falle eines schiefsymmetrischen Tensors wird /= 0 und L’ = — L, 


unsere Formeln reduzieren sich auf 
L: L; = Tipe” 
6: Ly — eel; 
ib eyes eS 
Ein linearer Welttensor 2. Stufe spaltet im Raum in einen Vektor und 
einen linearen Raumtensor 2. Stufe. — 

Die Maxwellschen Feldgleichungen fiir ruhende Kérper sind in § 20 
zusammengestellt worden. Von H. Hertz riihrt der erste Versuch her, sie 
in allgemein giiltiger Weise auf bewegte Korper auszudehnen. Das Fara- 
daysche Induktionsgesetz lautet: Die zeitliche Abnahme des von einem 
Leiter umschlossenen Induktionsflusses ist gleich der induzierten elektro- 
motorischen Kraft: 


a . 
(40) = ==. | B.de = [Gar. 


Dabei mu8, wenn sich der Leiter bewegt, das Flichenintegral links er- 
streckt werden jiber eine in den Leiter eingespannte Flache, die sich 
irgendwie {mit dem Leiter mitbewegt. Da das Faradaysche Induktions- 
gesetz experimentell gerade an solchen Fallen gepriift wird, wo die zeit- 
liche Anderung des vom Leiter umschlossenen Induktionsflusses durch die 
Bewegung des Leiters bewirkt wird, war Hertz nicht im Zweifel dariiber, daB 
auch im Falle eines bewegten Leiters dieses Gesetz zu postulieren ist. Die 
Gleichung div 8 = o bleibt bestehen; die Vektoranalysis lehrt, daB man, 
sie beriicksichtigend, das Induktionsgesetz (40) in die differentielle Formel 
1 0% I 


(41) rote = — rane Trae: [vB] 


0B 
kleiden kann, in der Fy den nach der Zeit an einer festen Raumstelle 
genommenen Differentialquotienten bedeutet und » die Geschwindigkeit 
der Materie. 


_Gleichung (41) hat merkwiirdige Konsequenzen. Denken wir uns 
(Wilsonscher Versuch) zwischen zwei Kondensatorplatten ein homogenes 
Dielektrikum, das sich mit der konstanten Geschwindigkeit » von der 
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GréBe v zwischen ihnen bewegt; die beiden Kondensatorplatten seien 
leitend verbunden, und es herrsche ein homogenes Magnetfeld / parallel 
den Platten, senkrecht zu bp. Das Dielektrikum denken wir uns durch 
einen schmalen, leeren Zwischenraum von den Kondensatorplatten getrennt, 
dessen Dicke wir aber im Limes =o annnehmen. Aus (41) folgt dann, 


F F I : : 
da8 in dem Raum zwischen den Platten Ce, [vB] sich aus einem 


Potential ableitet; da dieses an den leitend verbun- 
denen Platten =o sein mu8, folgt leicht 


Es entsteht also senkrecht zu den Platten ein homo- 
genes elektrisches Feld von der Starke 


L£= < vi (uw == Permeabilitat). 


Folglich mu® auf den Platten eine statische Ladung 
mit der Oberflachendichte 
Sf oH (¢ = Dielektrizitatskonstante) oa 

auftreten. Ist das Dielektrikum ein Gas, so miiBte dieser Effekt auch 
bei beliebiger Verdiinnung sich zeigen, da bei unendlicher Verdiinnung 
é nicht gegen o, sondern gegen 1 konvergiert. Dies hat nur einen 
Sinn, wenn man an den Ather glaubt; dann heiBt das, daB der Effekt 
auftritt, wenn der Ather zwischen den Platten sich relativ zu ihnen und 
dem au8erhalb der Platten ruhenden Ather bewegt. Zur Erklarung der 
Induktion aber mii®te man annehmen, daB der Ather bei der Bewegung 
des Leitungsdrahtes von diesem mitgerissen wird*). Die Beobachtung, der 
Fizeausche Versuch der Lichtfortpflanzung im str6menden Wasser und 
der Wilsonsche Versuch selber *°) zeigen aber die Unrichtigkeit dieser An- 


: eee , : I 
nahme; wie bei Fizeaus Versuch der Mitfiihrungskoeffizient 1 — —, auf- 
n 


tritt, so ist bei der gegenwirtigen Anordnung nur eine Aufladung von 
der Grofe 


él — 1 
hare E. 
é 
beobachtet worden, welche verschwindet, wenn é4¢ = 1 wird. Das scheint 


in unlésbarem Widerspruch zur Tatsache der Induktion des bewegten 
Leiters zu stehen. 

Die Relativititstheorie bringt hier die volle Aufklarung. Setzen wir 
wieder, wie in § 20, cf = x, und fassen, wie dort © und & zum Felde F, 


*) Und b in (41) bedeutete nicht die Geschwindigkeit der Materie, sondern des 
Athers, aber relativ wozu? 
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so auch D und § zu einem schiefsymmetrischen Tensor 2. Stufe A zu- 
sammen, so lauten die Feldgleichungen 


Fe: . OF , 0Fz 


ox; ages ar 0x7 resus 
(42) pele : 
7 dep —S. 


Sie gelten, wenn wir die 4 als die kovarianten, H® als die kontra- 
varianten Komponenten je eines Tensors 2. Stufe auffassen, die s? aber 
als kontravariante Komponenten eines Vektors in der vierdimensionalen 
Welt, wegen ihres invarianten Charakters in einem beliebigen linearen 
Koordinatensystem. Die Materialgesetze 
D =e €, Sea 3 = of 

aber besagen: spalten wir die Welt derart in Raum und Zeit, daB die Materie 
ruht, und spaltet dabei / in € | B, H inD | H und s in @ | 8, so gelten 
jene Beziehungen. Benutzen wir nunmehr ein beliebiges Koordinaten- 
system und hat in ihm die Weltrichtung der Materie die Komponenten 7/, 
so formulieren sich diese Tatsachen nach unsern obigen Ausfiihrungen so: 


(43) Af = ¢Fi, 

wo = ae Ht = Hyp u* 

ist ; 

(44) Fin — (us FE — up FS) = (Hig — (wt — up Ht? )} 
und 

(45) sit u; (sgu*) = oF}. 


Das ist die invariante Form jener Gesetze. Fiir die Durchrechnung ist es 
noch bequem, (44) durch die unmittelbar daraus sich ergebenden Gleichungen 


(46) Frit; + Fryug +- Fins = w {He + Huure + Aizu} 


za ersetzen. Sie gelten ihrer Herleitung nach nur fiir Materie, die in gleich- 
formiger Translation begriffen ist; wir diirfen sie aber auch als giiltig be- 
trachten fiir einen in gleichformiger Bewegung befindlichen Einzelkorper, 
der durch leeren Raum von andern, sich mit andern Geschwindigkeiten 
bewegenden Kérpern getrennt ist*); endlich auch fiir beliebig bewegte 
Materie, wenn deren Geschwindigkeit zeitlich und Grtlich nicht zu rasch 
veranderlich ist. 

Nachdem wir so die invariante Gestalt gewonnen haben, kénnen wir 
jetzt nach einem beliebigen e spalten; in R, mégen die MeBinstrumente, 

*) Das ist in den meisten Anwendungen der springende Punkt; dadurch, das wir 
auf ein Gebiet, bestehend aus je einem Kérper X und dem ihn umgebenden leeren 
Raum, in demjenigen Bezugssystem, in welchem A” ruht, die Maxwellschen Ruh-Gesetze 
anwenden, kommen wir von den verschiedenen, gegeneinander bewegten Kérpern 
her nicht zu Diskrepanzen im leeren Raum, weil in ihm das Relativititsprinzip gilt. 
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die zur Messung der ponderomotorischen Wirkungen des Feldes benutzt 
werden, ruhen. Wir verwenden ein zu &, gehdriges Koordinatensystem 
und setzen also 


(For aor Fo.) =(H,, F,, #,) =E 
(43) 431, 42) = (B,,, By, Bi.) = B 
(Z.0, Heo, Hj.) = (D,, D,, D,) =D 
Cee, Vela ’ Lt) = (H,, vi lee He} == D 
se 0: So paees le (Sa.0S 06> =—=n8 
I (Omi. ©) v 
ene ee Ve? 1 


dann ergeben sich zunidchst wiederum die Maxwellschen Feldgleichungen, 
die somit nicht nur fur ruhende, sondern auch fiir bewegte Materie in 
unveranderter Form giltig sind. VerstoBt aber das nicht aufs krasseste 
gegen die Induktionsbeobachtungen, die doch ein Zusatzglied wie in (41) 
za fordern scheinen? Nein; denn durch diese Beobachtungen wird in 
Wahrheit nicht die Feldstirke © bestimmt, sondern der im Leiter flieBende 
Strom; der Zusammenhang zwischen beiden ist aber fiir bewegte K6rper 
ein anderer, nimlich durch die Gleichung (45) gegeben. 

Schreiben wir von den Gleichungen (43), (45) die den Indizes 7 = 1, 2,3 
entsprechenden Komponenten hin, von (46) die, welche 


(¢k2) = (230), (310), (120) 


korrespondieren (die andern sind iiberschiissig), so ergibt sich, wie man 
ohne weiteres iibersieht, folgendes. Wird 


& + (vB) = &, D> + [vpH] = 9*, 
B — [vE] — B*, H — [vd] = H* 
gesetzt, so ist 
> =e Gh, Bia OE: 
Zerlegen wir auBerdem $ in den »Konvektionsstrom« ¢ und »Leitungs- 
strom« §*; 


8=c-+ 8*; 
c= 0*D, ox = &— OF — 9 (us, 
so ist ferner 
3% ate 
; VI oe 


Jetzt klart sich alles auf: der Strom ist teils Konvektionsstrom, riihrt her 
von der Bewegung der geladenen Materie, teils Leitungsstrom, bestimmt 
durch die Leitfaihigkeit o der Substanz. Der Leitungsstrom berechnet 
sich aus dem Ohmschen Gesetz, wenn die elektromotorische Kraft nicht 
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durch das Linienintegral von ©, sondern von &* definiert wird. Fir 
(* aber gilt genau die zu (41) analoge Gleichung 


rot &* = — es + rot[y B] 


(c ist jetzt durchgingig = 1 genommen) oder, integral geschrieben wie (40), 


—_ £ [B, do = [Gar 
at 


Damit ist die Faradaysche Induktion in bewegten Leitern vollkommen 
erklart. Was den Wilsonschen Versuch betrifft, so gilt nach der jetzigen 
Theorie rot € = 0, und es wird demnach © =o sein zwischen den 
Platten. Daraus ergibt sich aber fiir die konstanten Betrage der einzelnen 
Vektoren (von denen die elektrischen senkrecht zu den Platten, die mag- 
netischen parallel den Platten senkrecht zur Geschwindigkeit gerichtet sind): 
vB =A = no -PaD) 
D=D* —vH=s:k* —vd. 
Setzen wir den Ausdruck von &* aus der ersten Gleichung ein, so kommt 
D =v {(eu — 1) H+ euvD}, 
eel ie 
I— éuv™ 


Das ist der Wert der flachenhaften Ladungsdichte, die sich auf den 
Kondensatorplatten herstellt; er stimmt mit den Beobachtungen tiberein, 
da wegen der Kleinheit von 7 der Nenner in unserer Formel aufer- 
ordentlich wenig von 1 verschieden ist. 

Die Grenzbedingungen an der Grenze der Materie gegen den Ather 
ergeben sich daraus, daB die Feldgré8en # und # keine sprunghafte 
Anderung erleiden werden, wenn man mit der Materie mitgeht; wohl 
aber werden sie im allgemeinen an einer festen, zunachst im Ather ge- 
legenen Raumstelle einen Sprung in dem Momente erleiden, wo sich die 
Materie tiber diesen Punkt hiniiberschiebt. Ist s die Eigenzeit eines 
Materieelements, so mu8 also 


akin OF , 
= —— 4 
ds 0x; 
iiberall endlich bleiben. Setzen wir 
OME Tr (2 Fy 
Ox, Ox; dx, /’ 
so sieht man, da®& dieser Ausdruck 
WE 
xz 0x; 


ist, ©* kann folglich keine Flichenwirbel besitzen (und 8 keine Flachen- 
divergenz). 
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Die Grundgleichungen fiir bewegte Kérper sind in der hier gegebenen 
Form im wesentlichen schon von Lorentz vor der Entdeckung des Relativitats- 
prinzips aus der Elektronentheorie hergeleitet worden. Das ist aber kein 
Wunder, da ja die Maxwellschen Grundgesetze fiir den Ather dem Relativitats- 
prinzip geniigen und die Elektronentheorie durch Mittelwertbildung aus 
diesen Gesetzen die fiir die Materie giiltigen herleitet. Der Fizeausche, 
der Wilsonsche und noch ein analoger, der R6ntgen-Eichenwaldsche 
Versuch **) beweisen, da8 fiir das elektromagnetische Verhalten der Materie 
das Relativitatsprinzip Geltung besitzt; die Probleme der Elektrodynamik 
fiir bewegte Korper waren es, die Einstein zu seiner Aufstellung fiihrten. 
Minkowski verdanken wir die klare Einsicht, daf die Grundgleichungen 
fiir bewegte Kérper durch das Relativitadtsprinzip eindeutig festgelegt sind, 
wenn man die Maxwellsche Theorie fiir ruhende Materie BENE: von Aah 
riihrt die endgiiltige Formulierung her *’). 

Es handelt sich jetzt endlich darum, aie Mechanik, die in ihrer 
klassischen Form dem Prinzip nicht Gentige leistet, ihm zu unterwerfen 
und zu untersuchen, ob sich die dazu noétigen Modifikationen in Einklang 
mit der Erfahrung befinden. 


§ 24. Mechanik des Relativitatsprinzips. 


Als mafgebend ftir die ponderomotorische Wirkung des elektromagneti- 
schen Feldes haben wir in der Elektronentheorie einen Vektor p gefunden, 
dessen kontravariante Komponenten 


p — Fk 5, — On Ea 
sind. Er erfiillt also die Gleichung 
(47) piu; = (pu) = 


u ist die Weltrichtung der Materie. Spalten wir irgendwie in Raum 
und Zeit 


=hl\hy 
8 iad 
2) (pHa | p, 
so ist » die Kraftdichte und, wie aus Sia. oder 
A {A — (po)} = 


hervorgeht, 4 die Leistungsdichte. 

Das Grundgesetz der dem Einsteinschen Relativitatsprinzip gemaBen 
Mechanik erhalten wir durch die gleiche Methode wie im vorigen Para- 
graphen die elektromagnetischen Grundgleichungen fiir bewegte Korper: 
wir nehmen an, daf das Newtonsche Gesetz in demjenigen Bezugsraum, 
in welchem die Materie ruht, seine Giiltigkeit behalte. Wir fassen die 
Materiestelle # ins Auge, die sich in einem bestimmten Weltpunkt O 
befindet, und spalten nach ihrer Weltrichtung u in Raum und Zeit. m ruht 
momentan in Ry. fl, sei in Ry die Dichte der Materie im Punkte O. 

Weyl, Raum, Zeit, Materie, 4. Aufl. 12 
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Nach Verlauf der unendlichkleinen Zeit ds habe m die Weltrichtung u + du. 
Aus (11) —— 2 folgt 

(t= 2 it) =o; 
mithin gilt bei der Spaltung nach w: 

= 1104. a= ola vy ===), | bs 

Aus 

u+du=1| dv 
geht hervor, daB dabei dy die von m (in Ry) wahrend der Zeit ds ge- 
wonnene Relativgeschwindigkeit ist. Es kann kein Zweifel sein, daB® das 
mechanische Grundgesetz lautet: 

av 

Uy as ar p : 
Daraus folgt aber sofort die von jeder Zerspaltung unabhingige invariante 
Form 

ato 

(49) fl, as mae, p ] 
4, ist die Ruhdichte, ds die wahrend der unendlichkleinen Verschiebung 
des Masseteilchens, bei welcher seine Weltrichtung den Zuwachs du er- 
fihrt, verflieBende Lzgenzect. 

Die Zerspaltung nach u ware eine solche, die waihrend der Bewegung 
des Masseteilchens wechselt. Spalten wir aber jetzt in Raum und Zeit 
nach irgendeinem festen zeitartigen, in die Zukunft weisenden, der nor- 
* mierenden Bedingung (ee) == — 1 geniigenden Vektor e, so zerlegt sich 
(49) nach (48) in 


(5°) ee ( y i, 
id NVeieaas 
Bedeutet bei der jetzigen Zerspaltung ¢ die Zeit, dV das Volumen und 
dV, das Ruhvolumen des Masseteilchens in einem bestimmten Augen- 
blick, # == ,dV, aber dessen Masse, 
YaVi= BAY SS 

die auf das Masseteilchen einwirkende Kraft und deren Leistung, so liefern 
unsere Gleichungen durch Multiplikation mit dV, wenn man noch be- 
achtet, daB 


ad ad ad 
hw SS _— 
MoaV EF mY 1 —v We aa 
ist, und daB die Masse m wihrend der Bewegung erhalten bleibt: 
ad m 
I ar.) ne See =—_ 
(51) he =\= 4, 


(52) al =) =8. 


Vir — oe 
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Das sind die mechanischen Gleichungen fiir den Massenpunkt. Die Impuls- 
gleichung (52) hat gegeniiber der Newtonschen nur die Anderung erfahren, 
da8 der kinetische Impuls des Massenpunktes 


: m% 
nicht == m), sondern == ———— 


1— wv" 


ist. Die Energiegleichung (51) mutet zunichst fremd an; entwickelt man 
aber nach Potenzen von z, so ist 


5 


2 

W MU 

ape = m —- 
aA 


und wir werden unter Vernachlassigung der hoheren Potenzen von v und 


Seen 


des konstanten Gliedes auf den klassischen Ausdruck — fiir die kine- 


tische Energie zuriickgefiihrt. 

Wie man sieht, sind die Abweichungen von der Newtonschen Mechanik, 
wie wir vermuteten, nur von der GroSenordnung des Quadrats der an 
der Lichtgeschwindigkeit gemessenen Geschwindigkeit des Massenpunktes; 
bei den kleinen Geschwindigkeiten, mit denen wir es in der Mechanik 
stets zu tun haben, wird daher experimentell kein Unterschied festzustellen 
sein. Er wird erst bei Geschwindigkeiten merklich werden, die der Licht- 
geschwindigkeit nahekommen; bei diesen nimmt der Trigheitswiderstand 
der Materie gegen die beschleunigende Kraft in solcher Weise zu, da’ 
die Lichtgeschwindigkeit niemals erreicht wird. In den freien negativen 
Elektronen, die sich in den Kathodenstrahlen und der von einem radio- 
aktiven Koérper ausgehenden (-Strahlung bewegen, haben wir Korpuskeln 
kennen gelernt, deren Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit vergleich- 
bar ist; fiir sie ist nun in der Tat durch Versuche von Kaufmann, Bucherer, 
Ratnowsky, Hupka u. a. das von der Relativitatstheorie geforderte Ver- 
halten bei longitudinaler Beschleunigung durch ein elektrisches und trans- 
versaler Beschleunigung durch ein Magnetfeld experimentell festgestellt 
worden. Eine weitere Bestaitigung, welche die Bewegung der im Atom 
umlaufenden Elektronen betrifft, hat sich neuerdings aus der Feinstruktur 
der vom Atom ausgestrahlten Spektrallinien ergeben*?). 

Erst wenn wir denjenigen Grundgleichungen der Elektronentheorie, 
die wir in § 20 auf eine dem Relativitatsprinzip geniigende invariante 
Form gebracht haben, die Gleichung s‘ = 0,w', die Aussage, daB die 
Elektrizitét an der Materie haftet, und die mechanischen Grundgleichungen 
hinzugefiigt haben, erhalten wir einen zyklisch geschlossenen Gesetzes- 
zusammenhang, in dem eine wirkliche, von Bezeichnungskonventionen 
unabhingige Aussage tiber den Verlauf von Naturerscheinungen enthalten 
ist. rst jetzt also ko6nnen wir eigentlich behaupten, fiir ein gewisses 
Gebiet, das der elektromagnetischen Vorginge, die Giiltigkeit des Rela- 
tivitétsprinzips nachgewiesen zu haben. 


12* 
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Im elektromagnetischen Feld leitet sich der ponderomotorische Vektor 
f: ab aus einem nur von den lokalen Werten der ZustandsgroBen ab- 


hingigen Tensor Sj nach den Formeln 


Gemi® der universellen Bedeutung, welche wir dem Energiebegriff in der 
Naturwissenschaft zuschreiben, haben wir anzunehmen, da® dies nicht nur 
fiir das elektromagnetische Feld, sondern fiir jedes physikalische Er- 
scheinungsgebiet zutrifft, und daB es iiberhaupt zweckmafig ist, auf diesen 
Tensor statt auf die ponderomotorische Kraft als die urspriingliche GroBe 
zuriickzugreifen. Fiir jedes Erscheinungsgebiet handelt es sich darum, 
zu ermitteln, in welcher Weise der Energie-Impuls-Tensor (dessen Kom- 
ponenten Siz stets der Symmetriebedingung geniigen miissen) von den 
charakteristischen Feld- oder ZustandsgréBen abhingt. Auch die linke 
Seite der mechanischen Gleichungen 


, fe 
Mo ds = pi 


kann ohne weiteres auf einen »kinetischen« Energie-Impuls-Tensor zuriick- 
gefiihrt werden: 
OE I 
Es ist namlich 
k 
007; O(a, u* Ou; 
206 alban yg ulL 
OX, 


OX, 


Oxz 


Das erste Glied auf der rechten Seite ist = o wegen der Kontinuitats- 


; ; : ‘ au; 
gleichung der Materie, die zweite = Hoe wegen 


B Ou; ett Ou; axR ae au; 
daze  oxg ds ds 


Demgemap besagen die mechanischen Gleichungen, daB der gesamte Energie- 
Lmpuls- Tensor 
Tin = Viz + Siz , 
susammengesetzt aus dem kinetischen U und dem potentiellen S, den Er- 
haltungssatzen geniigt: 
07% 
reo 


Damit hat das Prinzip von der Erhaltung der Energie seine beste 
Formulierung erfahren; es ist aber nach der Relativitatstheorie unldslich 
verkniipft mit dem Prinzip von der Erhaltung des Impulses, und dem 
Begriff des Impulses muf eine ebenso universelle Bedeulung zukommen wie 
dem der Energie. Driicken wir den kinetischen Tensor an einer Welt= 
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stelle in einem solchen normalen Koordinatensystem aus, relativ zu dem 
die Materie daselbst momentan ruht, so nehmen seine Komponenten 
eine augerordentlich einfache Gestalt an: es ist U,, = a, (oder = c7u,, 
wenn das CGS-System benutzt wird,.in welchem ¢ nicht = 1 ist), und 
alle iibrigen Komponenten verschwinden. Dies legt den Gedanken nahe, 
daB die Masse als zusammengeballte potentielle Energie aufzufassen ist, 
die durch den Raum fortschreitet. 


§ 25. Masse und Energie. 


Den eben ausgesprochenen Gedanken genauer auszulegen, kniipfen wir 
an die Bewegung eines Elektrons an. Bisher haben wir uns vorgestellt, 
da8 in seiner Bewegungsgleichung (52) fiir die Kraft Ys diejenige, 


% = ¢(E+ [(vH}) (e = Ladung des Elektrons) 


einzutreten hat, die sich aus dem von auBen angelegten elektrischen und 
magnetischen Feld & und § ergibt. Tatsichlich unterliegt aber das Elek- 
tron wihrend der Bewegung nicht nur der Einwirkung dieses auferen, 
sondern auch des von ihm selbst erzeugten und mitgefiihrten Feldes. 
Bei dessen Ermittlung tritt uns die Schwierigkeit entgegen, da8 wir die 
Konstitution des Elektrons nicht kennen, daB uns insbesondere die Natur 
und GesetzmaBigkeit des Kohdsionsdrucks unbekannt ist, der das Elektron 
entgegen den enormen Fliehkraften der in ihm zusammengedrangten ne- 
gativen Ladung zusammenhialt. Jedenfalls ist aber das ruhende Elektron 
mitsamt seinem elektrischen Felde (dies rechnen wir durchaus mit zum 
Elektron) ein in statischem Gleichgewicht befindliches physikalisches System, 
und darauf allein kommt es an. Wir benutzen ein normales Koordinaten- 
system, in welchem das Elektron ruht. Sein Energietensor habe die Kom- 
ponenten ¢z. Da® im Elektron Ruhe herrscht, driickt sich dadurch aus, 
da8 der Energiestrom mit den Komponenten 4,; (¢ = 1,°2, 3) verschwindet. 
Die o” der Gleichgewichtsbedingungen 


Can 
Uxe 


(53) 


ergibt dann, da® die Energiedichte 4, von der Zeit x, unabhangig ist. 
Wegen der Symmetrie sind auch die Komponenten ¢;, (¢ = 1, 2, 3) der 
Impulsdichte = 0. Ist t') der Vektor mit den Komponenten 4,,, f,., 45, 
so liefert die Gleichgewichtsbedingung (53) (7 = 1): 
diy t3"== o. 
Danach ist beispielsweise 
Give fo) Vea div (2) 72 at |, 


und weil das Integral einer Divergenz Null ist (wir diirfen annehmen, daf 
die ¢ im Unendlichen mindestens in 4. Ordnung verschwinden), kommt 


fice dx, dx, dx, = 0. 


182 Relativitit von Raum und Zeit. 


Auf gleiche Weise findet man, daB zwar nicht die ¢z (fiir 7, & = 1, 2, ay 
wohl aber ihre Volumintegrale ftxd V, verschwinden. Diese Umstande 
diirfen wir fiir jedes im statischen Gleichgewicht befindliche System als 
zutreffend erachten. Das gewonnene Resultat 14Bt sich in einem beliebigen 
Koordinatensystem durch die invarianten Formeln ausdriicken: 


(54) ftsdV, = E,uiuzp (1, = 0, I, 2, 3): 


Z, ist der (im Bezugsraum, in welchem das Elektron ruht, gemessene) 
Energieinhalt, ~; sind die kovarianten Komponenten der Weltrichtung des 
Elektrons und dV, das (gem&8 der Vorstellung, da& der ganze Raum an 
der Bewegung des Elektrons teilnehme, berechnete) Ruhvolumen eines 
Raumelements. (54) gilt streng bei gleichformiger Translation; wir werden 
die Formel aber auch auf ungleichférmige Bewegung anwenden diirfen, 
wenn wu rdumlich und zeitlich nicht zu rasch verinderlich ist. Dann 
aber sind die Komponenten 


der ponderomotorischen Wirkung, welche das Elektron auf sich selbst 
ausiibt, nicht mehr = o. 

Setzen wir das Elektron als vollig masselos voraus und ist f; die von 
auBen einwirkende »Viererkraft«, so erfordert das Gleichgewicht, da 


(55) p+p=o 
wird. Wir spalten nach einem festen e it Raum und Zeit: 
u=Alav, p=(s) = Alp 


und integrieren (55) nach dem Volumen dV == dV, V1 — v”. Da bei 
Benutzung eines zu #, gehorigen normalen Koordinatensystems 


fear = frax, ax, ax, = — s iF 0 dx, dx, dx, 
ad : ad 

= out oe v?) z 

ae (BZ u°uéV 1 | ee (EZ, u?) 


ist (x, = ¢ die Zeit), so kommt dann 


gba) a(=fier) 


AG games| =dbe 


Diese Gleichungen sind giiltig, wenn die von aufgen angreifende Kraft 9 


] 


5 : =, 
(im Vergleich zu So oe Elektronenradius) nicht zu groB ist und ihre 


Dichte im Bereich des Elektrons wesentlich konstant. Sie stimmen aber 
genau mit den mechanischen Grundgleichungen iiberein, wenn nur die 
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Masse m ersetzt wird durch £,. Mit andern Worten: die Trdgheit ist 
eine Eigenschaft der Energie. — In der Mechanik wird jedem materiellen 
K6rper eine unveranderliche. Masse m zugeschrieben, die zufolge der be- 
kannten Art und Weise, wie sie in das Grundgesetz der Mechanik eingeht, 
die Tragheit, den Widerstand der Materie gegen beschleunigende Krifte 
darstellt. Die Mechanik nimmt diese trige Masse als etwas Gegebenes 
hin, fiir das sie nach keiner weiteren Erklarung sucht. Hier aber er- 
kennen wir: die in dem materiellen Kérper enthaltene potentielle Energie 
ist die Ursache dieser Tragheit, und zwar entspricht im CGS-System, in 
welchem die Lichtgeschwindigkeit nicht = 1 ist, der Energie , die Masse 
(56) — chy 


2 


Damit ist eine neue, rein dynamische Auffassung der Materie ge- 
wonnen*). Wie wir uns in der Relativitatstheorie von dem Glauben 
haben befreien miissen, daB wir einen Raumpunkt zu verschiedenen Zeiten 
wiedererkennen kdnnen, so hat es jetzt auch keinen Sinn mehr, von »der- 
selben« Stelle der Materie 2u verschiedenen Zeiten zu sprechen. Das Elektron, 
das man sich friiher wohl als einen substantiellen Fremdkérper im sub- 
stanzlosen elektromagnetischen Felde vorstellte, erscheint uns nunmehr 
als ein gegen das Feld keineswegs scharf begrenzter kleiner Bezirk, in 
welchem die Feldgré8en und die elektrische Dichte enorm hohe Werte 
annehmen. Ein solcher »Energieknoten« pflanzt sich durch den leeren 
Raum nicht anders fort wie eine Wasserwelle iiber die Seefliche fort- 
schreitet; es gibt da nicht »ein und dieselbe Substanz<, aus der das 
Elektron zu allen Zeiten besteht. Es existiert nur der potentielle, nicht 
daneben noch ein kinetischer Energie-Impuls-Tensor. Die Spaltung zwischen 
beiden, die in der Mechanik auftritt, ist nur die Scheidung zwischen der 
breit und diinn im Felde verteilteu Energie und der in den Energieknoten, 
den Elektronen und Atomen, zusammengeballten; die Grenze zwischen 
beiden ist durchaus flieBend. Es ist die Aufgabe der Feldtheorie, zu er- 
kldren, warum das Feld eine derartige kérnige Struktur besitzt und jene 
Energieknoten sich im Hin- und Herstromen von Energie und Impuls 
dauernd erhalten (wenn auch natiirlich nicht véllig unveranderlich, so doch 
mit einem aufSerordentlich hohen Grad von Genauigkeit): darin besteht das 
Problem der Materie. Die Maxwell-Lorentzsche Theorie kann es schon 
deshalb nicht lésen, weil in ihr der Kohdsionsdruck fehlt, welcher das 
Elektron zusammenhalt. Was wir gemeinhin Materie nennen, ist seinem 
Wesen nach atomistisch; denn die diffus verteilte Feldenergie pflegen wir 
nicht als einen materiellen Kérper anzusprechen. Freilich sind de Atome 
und Elektronen keine letzten unveranderlichen Elemente, an welchen die 
Naturkrafte nur von auBen anpacken, sie hin- und herschiebend; sondern 


*) Schon Kant lehrt in den »Metaphysischen Anfangsgriinden der Naturwissen~ 
schaft«, dah die Materie einen Raum erfiillt nicht durch ihre blofie Existenz, sondern 
durch repulsive Krafte aller ihrer Teile. 


184 Relativitat von Raum und Zeit. 

sie sind selber kontinuierlich ausgebreitet und in ihren feinsten Teilen 
feinen flieBenden Veriinderungen unterworfen. Nicht das Feld bedarf zu 
seiner Existenz der Materie als seines Tragers, sondern die Materie ist 
umgekehrt eize Ausgeburt des Feldes; die Formeln, welche die Kompo- 
nenten des Energietensors 73, durch die Zustandsgréfen des Feldes aus- 
driicken, lehren, zach welchen Gesetzen das Feld mit Energie und Impuls, 
d. h. mit Materie verkniipft ist. Da keine strenge Grenze zwischen der 
diffusen Feldenergie und derjenigen der Elektronen und Atome besteht, 
miissen wir den Begriff der Materie, falls er einen exakten Sinn behalten 
soll, weiter fassen als bisher: Materie nennen wir fortan dasjenige Reale, 
welches dargestellt wird durch den Energie-Impuls-Tensor. In diesem 
Sinne ist auch das optische Feld z. B. mit Materie verkniipft. Wie sich 
so die Materie, prinzipiell gesprochen, im Felde aufldst, lést sich die 
Mechanik in der Physik auf. Denn das Erhaltungsgesetz der Materie 
On 


== 5 


(57) 


Ox 
das mechanische Grundgesetz, stellt, wenn man die 7Z;z durch die Feld- 
groBen ausdriickt, einen differentiellen Zusammenhang zwischen diesen dar, 
muB also aus den Feldgleichungen folgen. Die Materie in dem weiten 
Sinne, wie wir jetzt das Wort nehmen, ist dasjenige, von dem wir direkt 
durch unsere Sinne Kunde erhalten. Fasse ich ein Stiick Eis an, so 
nehme ich den an der Beriihrungsstelle zwischen jenem K6érper und meinem 
Sinnesleib flieBenden Energiestrom als Warme, den Impulsstrom als Druck 
wahr; der optische Energiestrom an der Oberfliche des Sinnesepithels 
meines Auges bestimmt die optischen Wahrnehmungen, die ich habe. 
Hinter dieser uns durch die Sinnesorgane direkt offenbarten Materie 
verborgen aber steckt das Fe/d. Fiir die Aufdeckung seiner eignen Ge 
setzmaBigkeit und der Gesetze, nach welchen es die Materie bestimmt, 
ist die Maxwellsche Theorie der erste glinzende Anfang; aber hier stehen 
wir mit unserer Erkenntnis noch nicht am Ziel*), 

Nach der Formel (56) miissen wir, um die Tragheit der Korper zu 
erklaren, ihnen einen sehr betrichtlichen Energieinhalt zuschreiben: in 
1 kg Wasser stecken 9-107°Erg. Diese Energie ist zu einem kleinen 
Teil die Kohasionsenergie des Kérpers, welche die Molekiile oder Atome 
im Verbande des Koérpers zusammenhilt; ferner die chemische Energie, 
welche die Atome im Molekiil aneinander bindet und deren plétzliches 
Freiwerden wir z. B. bei einer Explosion beobachten (fiir feste Kérper 
kann sie von der Kohasionsenergie gar nicht geschieden werden). Fiir 
die chemischen Umlagerungen kommen aber auch schon die Energien 
der elektrischen Krafte in Betracht, welche die Bausteine des Atoms, die 
negativ geladenen Elektronen und den positiven Atomkern, zusammen- 
schweifen; alle Ionisationsvorginge sind Eingriffe in diesen Bezirk. Viel 


*) SpSter (§ 32, § 36) werden wir unsere Anschauungen von der Materie abermals 
modifizieren; die Uberwindung der Substanzyorstellung ist aber eine endgiiltige, 


§ 25. Masse und Energie. =a 185 


groBer als die bisher erwahnten Beitrage ist die Energie des zusammen- 
gesetzten Atomkerns, von welcher ein Bruchteil in den radioaktiven Zer- 
fallserscheinungen frei wird. Zum weitaus grdéBten Teil aber handelt es 
sich um die Eigenenergie der Elemente des Atomkerns und der Elek- 
tronen selbst; sie ist uns nur durch ihre Tragheitswirkung bekannt, da 
wit bislang keine Mittel kennen — Gott sei Dank! —, sie zur »Explosion« 
zu bringen. De trage Masse verdndert sich mit dem Energieinhalt: er- 
warmt man einen Korper, so nimmt seine trige Masse zu, kiihlt man ihn 
ab, so vermindert sie sich; freilich ist dieser Effekt zu klein, um der 
direkten Beobachtung zuginglich zu sein. 

Die hier nach Laue‘*) allgemein fiir ein im statischen Gleichgewicht 
befindliches System durchgefiihrte Uberlegung wurde zuerst, noch vor der 
Kinsteinschen Entdeckung des Relativitatsprinzips, am Elektron unter Zu- 
grundelegung spezieller Voraussetzungen iiber dessen Konstitution an- 
gestellt: man nahm es als eine auf der Oberflache oder im ganzen Innern 
gleichformig geladene Kugel an, die durch allseitig gleichen, gegen- 
wirkenden Kohasionsdruck zusammengehalten wird. Die daraus sich er- 


gebende »elektromagnetische Masse« —> befindet sich in numerischer 
c 


Ubereinstimmung mit der Erfahrung, wenn man dem Elektron einen 
Radius von der GréBenordnung 1o—'3 cm zuschreibt. Man darf sich nicht 
wundern, da8 schon vor der Relativititstheorie eine derartige Detitung 
der Elektronentrigheit méglich war; denn indem man Maxwellische Elektro- 
dynamik trieb, stand man ja schon immer fiir dieses Erscheinungsgebiet 
unbewuBt auf dem Boden des Relativitétsprinzips. Die allgemeine Er- 
kenntnis von der Tragheit der Energie verdanken wir Einstein und Planck **) ; 
Planck stiitzte sich bei der Entwicklung der Dynamik auf einen — im 
Gegensatz zum Elektron — vollstindig bekannten, freilich im gewéhn- 
lichen Sinne nicht-materiellen »Probekérper«, die Hohlraumstrahlung im 
thermodynamischen Gleichgewicht, wie sie sich nach dem Kirchhoffschen 
Gesetz in jedem von gleichmaBig temperierten Wanden umgebenen Hohl- 
raum ausbildet. 

In denjenigen phinomenologischen Theorien, in denen wir von der 
atomistischen Struktur der Materie absehen, denken wir uns die in den 
Elektronen, Atomen usw. aufgespeicherte Energie stetig tiber den Kérper 
verteilt; wir haben sie einfach dadurch zu beriicksichtigen, da wir in den . 
Energie-Impuls-Tensor — bezogen auf ein Koordinatensystem, in welchem 
die Materie ruht — als Energiedichte die Ruhmassendichte 1, einfiihren. So 
haben wir z. B. in der Hydrodynamik bei Beschrankung auf adiabatische 
Vorginge zu setzen 
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p ist der allseitig gleiche Druck; der Energiestrom ist bei adiabatischen 
Vorgingen o. Um die Komponenten dieses Tensors in einem beliebigen 
Koordinatensystem hinzuschreiben, setze man noch “@, = u* — p, dann 
erhalt man die invarianten Gleichungen 


(58) Tt = wu uju® + por 
oder Tiz == UW uztte +p - Sik. 


Die Ruhmassendichte ist 
Tiniut = * —p = My, 


und sie (nicht «*) ist also bei inkompressibeln Fliissigkeiten konstant zu 
setzen. Wirkt auf die Fliissigkeit keine Kraft, so lauten die hydrodyna- 
mischen Gleichungen 


Auf dhnliche Weise, wie es soeben mit der Hydrodynamik geschah, 
kann auch der Elastizititstheorie eine dem Relativititsprinzip entsprechende 
Form gegeben werden"’). Es bliebe endlich noch iibrig, das Gesetz der 
Gravitation, das in seiner Newtonschen Form durchaus an das Newton- 
Galileische Relativititsprinzip gebunden ist, dem Einsteinschen anzupassen. 
Sie birgt aber ihre besonderen Ratsel in sich, auf deren Losung wir im 
letzten Kapitel zu sprechen kommen. 


§ 26. Die Miesche Theorie. 


Innerhalb der Elektronen kann die Maxwell-Lorentzsche Theorie nicht 
gilltig sein; auf dem Standpunkt der gewdhnlichen Elektronentheorie 
miissen wir daher das Elektron als etwas a priori Gegebenes, als einen 
Fremdk6rper im Felde behandeln. Es ist aber von J@e eine allgemeinere 
Elektrodynamik aufgestellt worden, auf Grund deren es méglich scheint, 
die Materie aus dem Felde zu konstruieren*’), Wir wollen ihre Grund- 
lagen hier kurz entwickeln — als Beispiel einer den neuen Ideen iiber 
die Materie véllig konformen physikalischen Theorie, das uns hernach 
noch gute Dienste leisten soll, und um an ihr zugleich das Problem der 
. Materie genauer zu formulieren. 

Wir halten daran fest, daB die in Betracht kommenden Zustands- 
gréfen sind: 1) der vierdimensionale Stromyektor s, die »Elektrizitdt«, 
und 2) der lineare Tensor 2. Stufe /, das »Feld<, Ihre Eigengesetzlichkeit 
ist ausgesprochen in den Gleichungen 

ds? 
+9) dx; —— Os 
Of, Of7y 0) Fie 
ox; ox, x7 
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Die Gleichungen 2) sind erfiillt, wenn / sich aus einem Vektor ; ab- 
leitet nach den Formeln 
Oe ee Oey, 


Pre 


es folgt umgekehrt aus 2), da® ein Vektor @ existieren mu derart, daB 
die Gleichungen 3) bestehen. Ebenso ist 1) erfiillt, wenn s sich aus 
einem schiefsymmetrischen Tensor 2. Stufe H in folgender Weise ableitet: 


eRe 


? 


2 — 
4) Sara 
es folgt umgekehrt aus 1), daB ein diesen Relationen geniigender Tensor 7 
notwendig existiert. 4) stimmt formal mit dem zweiten System der 
Maxwellschen Gleichungen iiberein. Lorentz nahm an, da8 allgemein, 
nicht blo& im Ather, sondern auch im Gebiet der Elektronen, H= F 
ist. Wir machen nach Mie die allgemeinere Voraussetzung, daB H keine 
bloBe Rechengréfe ist, sondern eine reale Bedeutung hat und seine Kom- 
ponenten daher universelle Funktionen der urspriinglichen Zustandsgr6Ben 
s und / sind. Konsequenterweise miissen’ wir aber dann die gleiche 
Voraussetzung auch hinsichtlich @ machen! Die entstehende GréBen- 
tabelle 
ge \|F 
s | Lf 
enthailt in der ersten Zeile die Intensititsgréfen, sie sind durch dic 
Differentialgleichungen 3) miteinander verkniipft; in der zweiten Zeile die 
QuantititsgroBen, fiir welche die Differentialgleichungen 4) gelten. Spalten 
wir in Raum und Zeit und wenden die schon in § 20 verwendeten Be- 
zeichnungen an, so haben wir die wohlvertrauten Gleichungen vor uns 


; 
1) Ss, + div 8 =o, 


2) 3 + rot © = 0 (diy o =—"0),, 


3) Lt gmdy=G (Hwtf=8), 
4 Pot =—8 (div D—=o). 


Kennen wir die universellen Funktionen, welche ~ und # durch s und & 
ausdriicken, dann haben wir in den nicht eingeklammerten Gleichungen, 
jede Komponente besonders gezihlt, 10 »Hauptgleichungen« vor uns, 
durch welche die Ableitungen der 10 Zustandsgr6Ben nach der Zeit in 
Abhingigkeit von diesen selbst und ihren raumlichen Ableitungen gesetzt 
werden; also jene Form der Naturgesetze, welche durch das Kausaltats- 
prinzip gefordert wird. Das Relativitdtsprinzip aber, das hier in einen . 
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gewissen Gegensatz zum Kausalitatsprinzip tritt, fordert, daB die Haupt- 
gleichungen von den eingeklammerten » Nebengleichungen« begleitet werden, 
in denen keine nach der Zeit differentiierten Glieder auftreten. Die Ver- 
sdhnung des Widerstreits liegt darin, da® die Nebengleichungen iiber- 
schiissig sind. Aus den Hauptgleichungen 2) und 3) folgt namlich 


i (B -- rot f) =o, 
aus 1) und 4) 

OO Nae 

ne sys (div D). 


Ein Vergleich der Mieschen mit den Lorentzschen Grundgleichungen 
der Elektronentheorie ist lehrreich. Bei Lorentz treten 1), 2) und 4) 
auf, und das Gesetz, nach welchem H durch die urspriinglichen Zustands- 
gréBen sich bestimmt, lautet einfach D = ©, = %. Hingegen werden 
dort ~ und f durch die Gleichung 3) vechnerisch definiert, und es fehlt 
ein Gesetz, das die Abhangigkeit dieser Potentiale von den Zustands- 
groBen des Feldes und der Elektrizitat festlegt. An dessen Stelle tritt 
die Formel fiir die Dichte der ponderomotorischen Kraft und das mecha- 
nische Grundgesetz fiir die Bewegung der Elektronen unter dem Einflub 
dieser Kraft. Da nach unserer neuen Auffassung aber das mechanische 
Gesetz sich aus den Feldgleichungen ergeben muf, ist eine Ergaénzung 
notig, die von Mie eben in der Annahme, daB q@ und f eine reale Be- 
deutung in dem angegebenen Sinne haben, gefunden wurde. Wir konnen 
die Miesche Gleichung 3) aber in einer ganz analogen Form aussprechen 
wie das Grundgesetz der Mechanik. Der dort auftretenden pondero- 
motorischen Kraft stellen wir hier die »clekirische Kraft« © gegeniiber. 
Im statischen Falle besagt 3), daB 


(59) © — grad p = 0 


ist, d. h. da® der elektrischen Kraft © durch einen »elektrischen Druck« 
im Ather das Gleichgewicht gehalten wird. Allgemein aber entsteht eine 
resultierende elektrische Kraft, welcher nun nach Gleichung 3) die GréRe f 
als >elektrischer Impulse zugehort. Es ist wunderbar zu sehen, wie in 
der Mieschen Theorie die Grundgleichung der Elektrostatik (59), die am 
Anfang der Elektrizitatslehre steht, plotzlich eine viel anschaulichere Be- 
deutung gewinnt, indem das Potential als elektrischer Druck auftritt; das 
ist der gesuchte Kohdsionsdruck, welcher das Elektron zusammenhilt. 
Das Bisherige gibt nur ein leeres Schema, das seine Ausfiillung finden 
mu durch die noch unbekannten universellen Funktionen, welche die 
Quantitats- mit den Intensitdtsgré8en verkniipfen. Ihre Ermittlung kann 
bis zu einem gewissen Grade noch rein spekulativ geschehen durch die 
Forderung, daB fiir den Energie-Impuls-Tensor Zi der Erhaltungssatz (57) 
giiltig sein mu8B (also durch die Forderung der Geltung des Energie- 
prinzips). Denn das ist gewi® eine notwendige Bedingung, damit sich 
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iiberhaupt ein Zusammenhang der Theorie mit der Erfahrung herstellen 
laBt. Das Energiegesetz muB die Form haben 


ow ; 
eg ly oo, 


wo W die Energiedichte, G der Energiestrom ist. In der Maxwellschen 
Theorie findet man es, indem man 2) mit $, 4) mit © multipliziert und 
addiert: 


(60) ee +€ 


In dieser Beziehung tritt auf der rechten Seite noch die Arbeit auf, welche 
zur Erhdhung der kinetischen Energie der Elektronen oder nach unserer 
jetzigen Auffassung zur Erhdhung der potentiellen Energie des Feldes im 
Gebiet der Elektronen verwendet wird. Hier mu8 dieses Glied also sich 
gleichfalls noch zusammensetzen lassen aus einem nach der Zeit differen- 
tiierten Term und einer div. Behandeln wir aber die Gleichungen 1) und 3) 
ganz analog, wie wir eben mit 2) und 4) verfahren sind, d.h. multipli- 
zieren 1) mit m und 3) skalar mit $, so kommt 


(61) po 43 l + aiv(pa) = (G8). 


ea div[EH] = — (G8). 


: 
oz dz 
Die Addition von (60) und (61) ergibt das Energiegesetz; es mu8 dem- 
nach der Energiestrom 


S = [CH]+ ws 
poo + 80f +9684 COD =dW 


das totale Differential der Energiedichte. Da8 fiir den Energiestrom zu 
dem im Ather giiltigen Glied [©] noch ein zu 8 proportionaler Term «p8 
hinzutritt, ist ohne weiteres versténdlich. denn mit dem sich bewegenden 
Elektron, welches den Konvektionsstrom 8 erzeugt, stromt dessen Energie- 
inhalt. Im Ather wird das Glied [E] von © iiberwiegen, im Elektron 
aber behauptet das andere ~8 bei weitem den Vorrang. In der Formel 
fiir das totale Differential der Energiedichte treten als unabhangig variierte 
ZustandsgréRen 0, f; 8, D auf. Um da Ordnung zu schaffen, fiihren 
wir an Stelle von @ und ® bzw. pm und © als Unabhangige ein; damit 
wird erreicht, daB die simtlichen IntensitatsgroBen als unabhangige Variable 
fungieren. Man hat zu bilden 


(62) L=W—ED— 09; 


sein und 


dann ist 

dL = (0B — DIG) + (8d0f — odg). 
Kennt man Z als Funktion der IntensitétsgréBen, so sind durch diese 
Gleichung die QuantititsgroBen als Funktionen derselben bestimmt. Statt 
der zehn unbekannten universellen Funktionen haben wir jetzt nur noch 
eine, L; das ist die Leistung des Energieprinzips. 
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Kehren wir zur vierdimensionalen Schreibweise zuriick, so ergibt sich 
(63) OL =H") Fz + s'0G@i. 
Daraus geht hervor, daB OZ, mithin Z, die »Hamiltonsche Funktions, 
eine Invariante ist. Die einfachsten Invarianten, welche sich von einem 
Vektor mit den Komponenten ; und einem linearen Tensor 2. Stufe mit den 
Komponenten #;z bilden lassen, sind die ins Quadrat erhobenen Betrage 
des Vektors ?: Pif’, 
des Tensors 7x: CM BRD SB oy (ele 
des linearen Tensors 4. Stufe mit den Komponenten + Fiz Fim (die 
Summation erstreckt sich iiber die 24 Permutationen der Indizes zk/m; 
fiir die geraden Permutationen gilt das obere, fiir die ungeraden das 
untere Vorzeichen); und endlich 
des Vektors Fiz". 


Wie in der dreidimensionalen Geometrie der wichtigste Kongruenzsatz 
aussagt, daB ein Vektorpaar a, b im Sinne der Kongruenz vollstaindig 
charakterisiert ist durch die Invarianten a”, ab, 6’, so la4Bt sich in der 
vierdimensionalen Geometrie leicht zeigen, daB die eben angegebenen 
Invarianten die aus einem Vektor gm und einem linearen Tensor 2. Stufe / 
bestehende Figur im Sinne der Kongruenz vollstindig festlegen. Jede 
Invariante, insbesondere die Hamiltonsche Funktion Z, mu sich mithin 
durch jene vier GréBen algebraisch ausdriicken lassen. Auf die Bestim- 
mung dieses Ausdrucks reduziert die Miesche Theorie das Problem der 
Materie. Die Maxwellsche Theorie des Athers, nach der freilich Elektronen 
nicht mdglich sind, ist in ihr als der Spezialfall Z == Z° enthalten. 
Driickt man auch W und die Komponenten von © vierdimensional aus, 
so erkennt man, da sie die (negative) o'* Zeile in dem Schema 
(64) Ti; = FH + gist — L- on 
bilden. Die Z} sind also die gemischten Komponenten des Energie- 
Impuls-Tensors, welcher nach unseren Rechnungen dem Erhaltungssatz (57) 
fiir == o und demnach auch fiir 7 == 1, 2, 3 geniigt. Der Beweis, dag 
seine kovarianten Komponenten der Symmetriebedingung 7;; == 73 ge- 
niigen, wird im niachsten Kapitel nachgeholt werden. 

Die Feldgesetze kénnen in ein sehr einfaches Variationsprinzip, das 
flamiltonsche Prinzip, zusammengefaBt werden. Wir betrachten als unab- 


hangige ZustandsgroBe jetzt allein das Potential mit den Komponenten @; 
und definieren das Feld durch die Gleichung 


In die Gesetze geht die invariante Hamiltonsche Funktion Z ein, welche 
vom Potential und Feld abhangt. Wir definieren den Stromvektor s und 
den schiefsymmetrischen Tensor H durch (63). Ist bei Benutzung eines 
beliebigen linearen Koordinatensystems 


dw =Vgdx, dx, ax, ax, 
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das vierdimensionale »Volumelement« der Welt (— g die Determinante 
der metrischen Fundamentalform), so ist das iiber irgendein Weltgebiet 


erstreckte Integral if Ldw eine Invariante; sie hei®t die in dem betr. 
Gebiet enthaltene Wirkungsgroéfe. Das Hamiltonsche Prinzip behauptet, 
daB die Anderung der gesamten WirkungsgréBe bei jeder infinitesimalen 
Variation des Feldzustandes, welche auBerhalb eines endlichen Bereichs 
verschwindet, Null ist: 


(65) bfzao =fszdo =O, 


Das Integral ist hier iiber die ganze Welt zu erstrecken, oder, was das- 
selbe besagt, iiber ein endliches Gebiet, auBerhalb dessen die Zustands- 
variation verschwindet. Diese wird dargestellt durch die infinitesimalen 
Zuwachse Og; der Potentialkomponenten und die damit verkniipfte un- 
endlich kleine Anderung des Feldes 
(0p) (Ope) 
OF; SS s — 3 
is Oxz 0x; : 
Og: sind Raum-Zeit-Funktionen, die nur innerhalb eines endlichen Be- 
reichs von o verschiedene Werte annehmen. Setzen wir fiir 0Z den 
Ausdruck (63) ein, so kommt 
k ’ sp 0(0 Qa) 
0L=s'dg;:+ H* gion 
Ox, 


Auf Grund des Prinzips der partiellen Integration (S. 100) ergibt sich 


, 9(0 pi) jp 
Diep aE: eye ey pe n-dt 
fu ce dit Ve Og:dw, 


und es ist demnach 


7) tk 
(66) dfzdu =f = in dgidw : 


Wahrend 3) durch Definition sichergestellt ist, liefert somit das Hamilton- 
sche Prinzip die-Feldgleichungen 4). In der Tat, wire z. B. an einer Stelle 


Wie 
= 0, 


‘Ss; — 
etwa > o, so kénnen wir um diese Stelle eine Umgebung abgrenzen, in 
der jene Differenz durchweg positiv ist. Wahlen wir dann fiir dy, eine 
nicht-negative Funktion, die auBerhalb der erwahnten Umgebung ver- 
schwindet, und 0g, = 0¢~, = 07, = 0, so ergibt sich ein Widerspruch 


OXzE 


zu der Gleichung (65). — 1) und 2) folgen aus 3) und 4). 
So dringt sich denn schheflich die Miesche Elektrodynamik in das 
einfache Wirkungsprinzip (65) zusammen — ganz analog, wie auch die 


Entwicklung der Mechanik schlieBlich im Wirkungsprinzip gipfelte. Wah- 
rend aber in der Mechanik zu jedem vorgegebenen mechanischen System 
eine bestimmte Wirkungsfunktion Z gehort, die es aus dessen Konstitution 
zu ermitteln gilt, haben wir es hier mit einem einzigen System, der Welt, 
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zu tun. Das eigentliche Problem der Materie hebt damit erst an: es 
handelt sich darum, die der Welt zukommende Wirkungsfunktion, die 
»Weltfunktion« Z zu bestimmen; ihm stehen wir vorerst noch ratlos 
gegeniiber. Wahlen wir in willkiirlicher Weise ein Z, so erhalten wir 
eine yon dieser Wirkungsfunktion beherrschte »mégliche« Welt, in der 
wir uns (wenn uns nur die mathematische Analysis nicht im Stiche 148t) 
vollstandig auskennen — besser als in der wirklichen. Es kame aber 
natiirlich darauf an, unter all diesen méglichen Welten die einzige exi- 
stierende wirkliche herauszufinden; nach allem, was wir von den Natur- 
gesetzen wissen, muS das ihr zukommende Z durch einfache mathema- 
tische Eigenschaften ausgezeichnet sein. Wieder ist die Physik, heute 
als Feldphysik, auf dem Wege, die Gesamtheit der Naturerscheinungen 
auf ein einziges Naturgesetz zuriickzufiihren, ein Ziel, dem sie schon einmal, 
als die durch Newtons Principia begriindete mechanische Massenpunkt- 
Physik ihre Triumphe feierte, nahe zu sein glaubte. Doch ist auch heut 
dafiir gesorgt, daB unsere Baume nicht in den Himmel wachsen. Vor- 
laufig wissen wir nicht, ob wir mit denjenigen ZustandsgroBen, welche der 
Mieschen Theorie zugrunde liegen, zur Beschreibung der Materie ausreichen, 
ob sie tatsichlich rein »elektrischer« Natur ist. Vor allem aber hangt die 
dunkle Wolke aller jener Erscheinungen, mit denen wir uns heute not- 
diirftig vermittels des Wirkungsquantums auseinandersetzen, tiber dem Land 
der physikalischen Erkenntnis, wer wei8 welch neuen Umsturz drohend. 
Versuchen wir es einmal mit dem folgenden Ansatz fiir Z: 

(67) L=3|F|*+olV— gp’) 
(w ist das Zeichen fiir eine Funktion einer Variablen), der sich zunachst 
als der einfachste, tiber die Maxwellsche Theorie hinausgehende darbietet, 
— obschon durchaus kein Grund vorliegt, anzunehmen, daB die Welt- 
funktion in Wirklichkeit diese Gestalt besitzt. Wir beschrinken uns auf 
die Betrachtung statischer Lésungen, fiir die 

pel aes H =o, Me face) 
ist. Wir haben 

© = grad p adiv D> =o 

: D=6, e=—w() 

(der Akzent bedeutet die Ableitung). Gegeniiber der gewohnlichen Elektro- 
statik im Ather ist hier das Neue, daB die Dichte @ eine universelle 
Funktion des Potentials, des elektrischen Drucks ist. Es ergibt sich 
als »Poissonsche Gleichung« 
(68) Ap +2’ (gp) =o. 
Ist wi((p) keine gerade Funktion von , so bleibt diese Gleichung. beim 
Ubergang von y zu — yp nicht erhalten; das wiirde die Wesensverschie- 
denheit der positiven und negativen Elektrizitit verstindlich machen. Frei- 
lich fiihrt das fiir nichtstatische Felder zu einer merkwiirdigen Schwierig- 
keit. Sollen da Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens auftreten, so 
mu die Wurzel in (67) an verschiedenen Stellen des Feldes verschiedene 
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Vorzeichen haben; es muf also Feldstellen geben, wo pip? verschwindet. 
In der Nahe eines solchen Punktes nimmt dann aber @;g’ notwendig 
positive wie negative Werte an (dieser Schlu8B versagt im statischen Fall, 
weil o das Minimum der Funktion @ von @, ist). Die Lésungen unserer 
Feldgleichungen miiften also strichweise imaginir werden. Was ein solcher 
Zerfall des Feldes in einzelne Teile bedeutet, die je nur Ladungen eines 
Vorzeichens enthalten und welche voneinander getrennt sind durch die 
Gegenden, wo das Feld imaginar wird, ist schwer zu sagen. 

Eine (im Unendlichen verschwindende) Lésung der Gleichung (68) stellt 
einen médglichen elektrischen Gleichgewichtszustand, ein médgliches fiir 
sich existenzfahiges Korpuskel in der Welt dar, die wir jetzt konstruieren. 
Das Gleichgewicht wird nur dann stabil sein konnen, wenn die Lésung 
Kugelsymmetrie hat. In diesem Fall lautet die Gleichung, unter ~ den 
Radius vector yverstanden, 


1 ad/{ ,d@ , 2s 
(69) 7 5 (> 2 + w'(p) =o. 
Soll (69) eine bei ~ = oo regulére Losung 
ge sy ae 
(70) of i ar ee ae 


besitzen, so findet man durch Einsetzen dieser Potenzentwicklung in das 
erste Glied der Gleichung, da8 die Entwicklung von w() mit der 
Potenz 7~+ oder einer noch hodheren negativen beginnt, daB folglich w(x) 
fiir x =o mindestens von 5'* Ordnung o sein mug. Unter dieser Voraus- 
setzung hat aber die Gleichung oo* bei x = o und 00" bei x = o0 regu- 
lare Lésungen. Man wird (als »allgemeinen« Fall) erwarten diirfen, daB 
diese beiden ezndimensionalen Lésungsscharen (innerhalb der zweidimen- 
sionalen Gesamtschar aller Loésungen) eine endliche oder jedenfalls eine 
diskrete Anzahl von Lésungen gemein haben. Diese wiirden die ver- 
schiedenen méglichen Korpuskeln (Elektronen und Elemente des Atom- 
kerns?) darstellen. Es ist freilich nicht ez Elektron oder ein Atomkern 
allein auf der Welt; aber die Abstaénde zwischen ihnen sind im Vergleich 
zu ihrer eigenen Ausdehnung doch so gro8, da durch ihre gegenseitige 
Einwirkung der Feldverlauf im Innern des einzelnen Elektrons oder Atom- 
kerns nicht wesentlich modifiziert wird. Ist g die ein solches Korpuskel 
darstellende Lésung (70) von (69), so ist die Gesamtladung desselben 
.dy| 


——s 470 € 
HE oe gd 


= gat fw! (y)r? dr = —4u-r 


seine Masse aber berechnet sich als das Integral der Energiedichte VW, 
die aus (62) hervorgeht: 


ioe) 


Masse = 4 f (5(erad yg)? + 0p) — gr (p)}r*dr 


=: are (eo(g) —Zpw'(p)}r?dr. 


Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4, Aufl. 
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Wir konnen also aus den Naturgesetzen die Masse und Ladung des Elektrons, 
die Atomgewichte und Atomladungen der einzelnen existierenden Elemente 
berechnen, wiihrend wir bisher diese letzten Bausteine der Materie immer 
als etwas mit seinen numerischen Eigenschaften Geyebenes hingenommen 
haben. Zwar bleibt das einstweilen nur ein Programm, solange wir die 
Weltfunktion Z nicht kennen; der eben zugrunde gelegte spezielle An- 
satz (67) sollte nur dazu dienen, klar zu machen, ein wie tiefes und 
griindliches, auf Gesetze basiertes Verstdndnis fiir die Materie und ihre 
Konstitution uns die Kenntnis der Wirkungsfunktion erdffnen wiirde. Im 
iibrigen kann die Diskussion derartiger willkiirlich gewahlter Ansatze nicht 
weiter fiihren, sondern es werden neue physikalische Einsichten und Prin- 
zipien notig sein, die uns den richtigen Weg zur Bestimmung der Hamilton- 
schen Funktion weisen. 

Um das Wesen der reinen Feldphysik, welche durch Mie fiir das Ge- 
biet der Elektrodynamik in ihrem allgemeinen Ansatz realisiert wurde, 
ex contrario deutlich zu machen, stellen wir dem in ihr giiltigen Wu- 
kungsprinzip (65) dasjenige gegeniiber, von welchem die Maxwell-Lorentz- 
sche Theorie beherrscht wird, die neben dem elektromagnetischen Felde 
eine sich bewegende Sudbstanz kennt. Diese Substanz ist ein dreidimen- 
sionales Kontinuum; ihre Stellen konnen also in stetiger Weise auf die 
Wertsysteme von drei Koordinaten @fy bezogen werden. Wir denken 
uns die Substanz in infinitesimale Elemente zerlegt; jedem Substanzelement 
kommt dann eine bestimmte unverdnderliche positive Masse dm und eine 
unverdnderliche elektrische Ladung de zu; ihm korrespondiert als Aus- 
druck seiner Geschichte eine mit Durchlaufungssinn versehene Weltlinie, 
oder besser gesagt, ein unendlich diinner »Weltfaden<. Teilen wir diesen 
in kleine Abschnitte und ist 


WS = V = EL Ax; aX, 
die Eigenzeit-Lange eines solchen Abschnitts, dw aber sein vierdimen- 
sionales Volumen, so fiihren wir durch die invariante Gleichung 
(71) dmds = Kt, do 
die Raum-Zeit-Funktion wu, der Ruhmassendichte ein. Das iiber ein 


‘ 


Weltgebiet X erstreckte Integral 


fue dw =f dm ds =f(ém {v= gin xr xp) 
nenne ich die Swdstanzwirkung der Masse. 1m letzten Integral bezieht 
sich die innere Integration iiber denjenigen Teil der Weltlinie eines be- 
liebigen Substanzelements von der Masse dm, der dem Gebiete X ange- 
hért, die duBere bezeichnet Summation iiber alle Substanzelemente. Rein 
mathematisch stellt sich dieser Ubergang von Substanz-Eigenzeit- zu ge- 
wohnlichen Raum-Zeit-Integralen folgendermafen dar. Wir fiihren zu- 
nachst die »Substanzdichte« 7 der Masse durch die Gleichung ein: 


dm = vdadpdy 
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(gegentiber beliebigen Transformationen der Substanzkoordinaten a By ver- 
halt sich y wie eine skalare Dichte). Auf jeder Weltlinie einer Substanz- 
stelle (@y) zahlen wir die Eigenzeit s von einem bestimmten Anfangs- 
punkt aus (der aber natiirlich von Substanzstelle zu Substanzstelle stedig 
variieren soll). Dann sind die Koordinaten x; des Weltpunktes, in welchem 
sich die Substanzstelle (@@y) im Augenblick s ihrer Bewegung (nach 
Verlauf der Eigenzeit s) befindet, stetige Funktionen von ays, deren 
Funktionaldeterminante 


d 
es den absoluten Betrag 7 


d(a B75) 
besitze. Die Gleichung (71) besagt dann 
i y 
Ve ae ia 
Auf analoge Art ist die Ruhdichte ge, der elektrischen Ladung zu er- 
klaren. Als Substanzwirkung der Elektrizitat setzen wit an: 


flaef pide, 


wo die aufere Integration sich wieder tiber alle Substanzelemente, die 
innere aber jeweils tiber denjenigen Teil der Weltlinie eines mit der 
Ladung de behafteten Substanzelementes erstreckt, der im Innern des 
Weltgebiets ¥ verlauft. Wir kénnen dafiir auch schreiben 


facas. piut =e. ui pid =f pio ; 


: ee : : - 
wenn 7° == cE die Komponenten der Weltrichtung sind und s‘ = @,z 
ds 


die Komponenten des Viererstroms (reiner Konvektionsstrom). Endlich 
tritt neben der Substanz- auch eine -eldwirkung der Llektrizitai auf, fiir 
welche die Maxwellsche Theorie den einfachen Ansatz 


J i 0 
tf Far do (Fe= Op: ooh 2) 


macht. Das Hamiltonsche Prinzip, welches die Maxwell-Lorentzschen 
Gesetze zusammenfaBt, lautet dann wie folgt: 

Die Gesamtwirkung, d.t. die Summe aus Feld- und Substanzwirkung 
der Elektrisitét plus der Substanzwirkung der Masse erleidet bei einer be- 
liebigen (auperhalb eines endlichen Gebiets verschwindenden) Variation des 
Feldzustandes (der op;) und einer ebensolchen raumseitlichen Verschiebung der 
von den einzelnen Substanzstellen beschriebenen Weltlinien keine Anderung. 

Dieses Prinzip liefert offenbar zunichst durch Variation der gp; die 
Gleichungen 

\ Fk 


2 == st a “. 
See Qo 


Halten wir hingegen die gy; fest und variieren die Weltlinien der Sub- 


rag he 
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stanzelemente, so bekommen wir, indem wir (wie in § 17 bei Bestim- 
mung der kiirzesten Linien) Differentiation und Variation vertauschen und 
darauf partiell integrieren: 


Of pdx: =f (d pide: + g:d0x;) = (6gzax: — 0x;dypi) 


=f{(= as a Ep raiice 
xz = 


Dabei sind 0x; die Komponenten der infinitesimalen Verschiebung, welche 
die einzelnen Punkte der Weltlinie erfahren. Demnach ist 


of (def eax: =f deds » Fi, OX, = fe. Finw dan -dw. 


Variieren wir ebenso die Substanzwirkung der Masse (diese Rechnung 
wurde in § 17 schon allgemeiner, fiir variable giz durchgefiihrt), so gehen 
die mechanischen Gleichungen hervor, welche in der Maxwellschen Theorie 
zu den Feldgleichungen hinzutreten: 


au; 
ro ds =) ee 0, Fiizu® ee 


Und damit ist jener ganze zyklisch geschlossene Gesetzeszusammenhang 
gewonnen, von welchem auf S. 179 die Rede war. — Die Existenz des 
Elektrons vermag diese Theorie natiirlich nicht zu erklaren, da in ihr 
Kohisionskrafte fehlen. 

An dem eben formulierten Wirkungsprinzip fallt auf, da neben die 
Substanzwirkung der Masse nicht ebenso eine Feldwirkung tritt, wie das 
bei der Elektrizitat der Fall ist; diese Liicke wird im nachsten Kapitel 
ausgefiillt werden, wo sich das Gravitationsfeld als dasjenige zeigen wird, 
was der Masse in der gleichen Weise entspricht wie das elektromagnetische 
Feld der elektrischen Ladung, 


Die groBe Erkenntnis, zur der wir in diesem Kapitel gelangt sind, 
ist die, daf& der Schauplatz der Wirklichkeit nicht ein dreidimensionaler 
Euklidischer Raum ist, sondern die vierdimensionale Welt, in der Raum 
und Zeit in unloslicher Weise miteinander verbunden sind. So tief die 
Kluft ist, welche fiir unser Erleben das anschauliche Wesen von Raum 
und Zeit trennt — von diesem qualitativen Unterschied geht in jene 
objektive Welt, welche die Physik aus der unmittelbaren Erfahrung her- 
auszuschélen sich bemiiht, nichts ein. Sie ist ein vierdimensionales Kon- 
tinuum, weder »Raum« noch »Zeit«; nur das an einem Stiick dieser Welt 
hinwandernde BewuBtsein erlebt den Ausschnitt, welcher ihm entgegen- 
kommt und hinter ihm zurtickbleibt, als Grcnen als einen in zeitlicher 
Entwicklung begriffenen, im Raume sich abspielenden ProzeB. 

Diese vierdimensionale Welt ist metrisch, wie der Euklidische Raum; 
aber die quadratische Form, welche die Metrik bestimmt, ist nicht positiv- 
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definit, sondern hat eve negative Dimension. Dieser Umstand ist zwar 
mathematisch belanglos, aber fiir die Wirklichkeit und ihren Wirkungs- 
zasammenhang von tiefer Bedeutung. Es war nétig, den in mathema- 
tischer Hinsicht so einfachen Gedanken der metrischen vierdimensionalen 
Welt nicht nur in isolierter Abstraktion zu erfassen, sondern ihn in seine 
wichtigsten Konsequenzen fiir die Auffassung der physikalischen Vorginge 
zi verfolgen, um zu einem lebendigen Verstindnis seines Inhalts und 
seer Tragweite zu gelangen; das sollte hier in aller Kiirze versucht 
werden. Es bleibt merkwiirdig, daB die dreidimensionale Geometrie der 
statischen Welt, die schon von Euklid in ein vollendetes axiomatisches 
System gebracht wurde, fiir uns einen so einleuchtenden Charakter besitzt, 
wahrend wir uns der vierdimensionalen erst in zihem Ringen und im 
Anschlu8 an ein ausgedehntes physikalisch-empirisches Material haben 
bemachtigen ko6nnen. Erst mit der Relativititstheorie ist unsere Natur- 
erkenntnis (darf man sagen) der Tatsache der Bewegung, der Verdinderung 
in der Welt vollstandig gerecht geworden. 


Kapitel IV. 
Allgemeine Relativitatstheorie. 


§ 27. Relativitat der Bewegung, metrisches Feld und 
Gravitation’). 


In so vollendeter Weise auch immer das Einsteinsche Relativitats- 
prinzip, das wir im vorigen Kapitel entwickelt haben, den aus der Er- 
fahrung gewonnenen, den Wirkungszusammenhang der Welt prizisierenden 
Naturgesetzen gerecht wird — in erkenntnistheoretischer Hinsicht kénnen 
wir uns nicht mit ihm zufrieden geben. Greifen wir noch einmal auf 
den Anfang des letzten Kapitels zuriick! Wir lernten damals ein »kine- 
matisches« Relativititsprinzip kennen. 4,x,x,, ¢ waren die Raum-Zeit- 
Koordinaten eines Weltpunktes, bezogen auf ein bestimmtes dauernd vor- 
handenes Cartesisches Koordinatensystem im Raum, «,+',x,, ¢ die 
Koordinaten desselben Punktes in bezug auf ein zweites solches System, 
das zu dem ersten in beliebiger Bewegung begriffen sein kann; zwischen 
ihnen bestehen die Transformationsformeln (II), S$. 137. Wir sahen mit 
voller Evidenz ein, da& zwei physikalische Zustandsverliufe objektiv in 
keiner Weise voneinander verschieden sind, wenn die Zustandsgrofen fiir 
den einen sich durch dieselben mathematischen Funktionen von 2’,x,x’;, 
darstellen, die in den Argumenten 2+,%,x,, ¢ den andern Verlauf be- 
schreiben. Es miissen also auch die Naturgesetze in dem einen System 
unabhangiger Raum-Zeit-Argumente genau die gleiche Form besitzen wie 
in dem andern. Freilich: die Tatsachen der Dynamik scheinen jener 
Forderung ins Gesicht zu schlagen, und unter dem Zwange dieser Tat-” 
sachen hat man sich seit Newton dazu entschlieBen miissen, nicht der 
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Translation, wohl aber der Rotation eine absolute Bedeutung zuzuschreiben ; 
doch hat die Vernunft dieses ihr durch die Wirklichkeit zugemutete Ab- 
strusum niemals recht verdauen konnen (trotz aller philosophischen Recht- 
fertigungsversuche, vel. z. B. Kants »Metaphysische Anfangsgriinde der 
Naturwissenschaften«), und das Problem der Zentrifugalkraft ist immer 
wieder als ungeléstes Ratsel empfunden worden’). 

Wo liegt der Ursprung der Zentrifugal- und der andern T ragheitskrifte ? 
Newton antwortete: im absoluten Raum. Die Antwort, welche die spezielle 
Relativititstheorie gibt, ist nicht wesentlich von der Newtonschen ver- 
schieden; sie macht die metrische Struktur der Welt, welche sie als eine 
formale geometrische Eigenschaft derselben betrachtet, dafiir verantwortlich. 
Was sich aber als Kraft auBert, muS selbst Realitit besitzen. Als etwas 
Reales konnen wir jedoch die metrische Struktur nur dann anerkennen, 
wenn sie selbst veranderungsfahig ist und Riickwirkungen von der Materie 
erleidet. Wir kommen also aus dem Dilemma nur heraus — und dieser 
Ausweg wurde uns gleichfalls von Einstein eréffnet —, wenn wir die in 
Kap. II dargestellten Riemannschen Ideen, statt auf den dreidimensionalen 
Euklidischen Raum, auf die vierdimensionale Einstein-Minkowskische Welt, 
von welcher das vorige Kapitel handelte, anwenden. Wir ziehen dabei 
vorliufig nicht den allgemeinsten Begriff der metrischen Mannigfaltigkeit 
heran, sondern bleiben bei der Riemannschen Auffassung stehen. Die 
Weltpunkte, haben wir danach anzunehmen, bilden eine vierdimensionale 
Mannigfaltigkeit, welcher durch eine nicht-ausgeartete quadratische Differen- 
tialform Q von einer positiven und drei negativen Dimensionen*) eine 
Ma8bestimmung aufgepragt ist. Bei Benutzung irgendeines Koordinaten- 
systems x; (7 = 0, 1, 2, 3) (im allgemeinen Riemannschen Sinne) sei 
(x) O = > gn dxdxz. 

ik 
Die Naturgesetze driicken sich jetzt als Tensorrelationen aus, die gegen- 
iiber beliebigen stetigen ‘Transformationen der Argumente x; invariant 
sind; dabei treten dann aber neben den iibrigen physikalischen Zustands- 
groBen die Koeffizienten giz der quadratischen Differentialform (1) auf. 
Der oben aufgestellten Relativitatsforderung wird demnach im Einklang 
mit den Erfahrungstatsachen Geniige geleistet, wenn wir die giz in genau 
der gleichen Weise wie etwa die Komponenten ; des elektromagnetischen 
Potentials (welche die Koeffizienten einer invarianten /ixecaren Differential- 


form >’ pidx; bilden) als physikalische Zustandsgriéfen betrachten, denen 


etwas Reales entspricht, das »metrische Feld«. Es besteht unter diesen 


*) rs os rei . . . se, : . 

) Wir lassen gegentiber dem vorigen Kapitel die Anderung eintreten, dal wir 
die metrische Fundamentalform mit dem entgengesetzten Vorzeichen versehen. Die 
friihere Festsetzung war die bequemere zur Darstellung der Zerspaltung der Welt in 


*~Raum und Zeit, fiir die allgemeine Theorie erweist sich die gegenwartige als die 
zweckmilbigere, 
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Umstanden sogar Invarianz nicht blo8 gegeniiber den erwahnten Trans- 
formationen (II), die nur in bezug auf die Zeitkoordinate vollig willkiir- 
lichen (nicht-linearen) Charakter tragen, sondern gegeniiber allen Trans- 
formationen iiberhaupt. Die Auszeichnung der Zeitkoordinate in (II) ist 
ja in der Tat mit den durch das Einsteinsche Relativititsprinzip ge- 
wonnenen Erkenntnissen unvertraglich. Indem wir aber statt (II) ganz 
beliebige Transformationen zulassen, auch solche, die in den Raumkoordi- 
naten nicht-linear sind, behaupten wir, daf die Cartesischen Koordinaten- . 
systeme an sich in keiner Weise vor irgendeinem »krummlinigen« Koordi- 
natensystem ausgezeichnet sind. Damit /fad/t die Existenz emer von der 
Phystk unabhangigen Geometrie wn alten Sinne, und gerade weil wir uns 
von dem Dogma der Existenz einer solchen Geometrie noch nicht frei 
gemacht hatten, waren wir durch verniinftige Uberlegung auf das Rela- 
tivitatsprinzip (II) und nicht sofort auf das Prinzip der Invarianz gegeniiber 
beliebigen Transformationen der vier Weltkoordinaten gekommen. In Wahr- 
heit beruht aber das rdéumliche Messen auf einem physikalischen Vorgang: 
der Reaktion der Lichtstrahlen und starren MaBstébe auf die gesamte 
Korperwelt. Bereits in § 21 trat uns dieser Gesichtspunkt entgegen, vor 
allem aber konnen wir an die Ausfiihrungen von § 12 ankniipfen; denn 
in der Tat sind wir hier zu Riemanns »dynamischer« Auffassung gelangt 
als einer notwendigen Konsequenz der Relativitét aller Bewegung. Das 
Verhalten der Lichtstrahlen und Mafstébe wird aufer durch ihre eigene 
Beschaffenheit bestimmt durch das »metrische Feld«, genau so wie das 
Verhalten einer elektrischen Ladung aufer von dieser selbst von dem 
elektrischen Feld abhangt. Wie aber das elektrische Feld seinerseits ab- 
hingt von den Ladungen und durch seine Vermittlung also eine pon- 
deromotorische Wechselwirkung der Ladungen aufeinander zustande kommt, 
miissen wir hier annehmen, daB das metrische Feld (oder, mathematisch 
gesprochen, der Tensor mit den Komponenten giz) 7 Abhangigkeit steht 
von dem Materiellen, welches die Welt erfillt. Wir verweisen auf das 
am Schlusse des vorigen Paragraphen aufgestellte Wirkungsprinzip, in 
dessen beiden, auf die Substanz beziiglichen Teilen das metrische Feld 
in der gleichen Weise der Masse gegeniibertritt wie das elektrische Feld 
der elektrischen Ladung. Die im vorigen Kapitel iiber die Weltmetrik 
gemachte, der Euklidischen Geometrie im dreidimensionalen Raum ent- 
sprechende Annahme, da es spezielle Koordinatensysteme gibt, die 
»linearen«, in welchen die metrische Fundamentalform konstante Ko- 
effizienten hat, ist dieser Auffassung gegeniiber nicht mehr aufrecht zu 
erhalten. 

Durch ein einfaches anschauliches Beispiel kann man sich klar machen, 
wie die geometrischen Verhiltnisse durch Bewegung in Mitleidenschaft 
gezogen werden. Man versetze eine ebene Scheibe in gleichférmige 
Rotation. Ich behaupte, wenn in demjenigen Bezugsraum, relativ zu dem 
hier von gleichformiger Rotation gesprochen wird, die Euklidische Geo- 
metrie gilt, sie auf der rotierenden Scheibe, wenn diese mittels mitbe- 
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wegter Mafstabe ausgemessen wird, nicht mehr gilt. Man betrachte 
nimlich einen um das Rotationszentrum beschriebenen Kreis auf der 
Scheibe. Sein Radius hat den gleichen Wert, ob ich ihn mittels ruhen- 
der oder mitbewegter Mafstiibe messe; denn die Bewegungsrichtung ist 
senkrecht zu der Langserstreckung des an den Radius angelegten Maf- 
stabes. Hingegen ergibt sich fiir die Kreisperipherie mittels der mit- 
bewegten Mafstiibe wegen der Lorentz-Kontraktion, welche sie erfahren, 
ein gréBerer Wert. Auf der rotierenden Scheibe gilt somit nicht mehr 
das Euklidische Gesetz, da& der Umfang des Kreises = 27™mal dem 
Radius ist. 

Wenn in einem Speisewagen, der durch eine scharfe Kurve fahrt, die 
Glaser umfallen, oder ein in Rotation versetztes Schwungrad zerspringt, 
so haben wir darin nach der hier skizzierten Auffassung nicht, wie nach 
Newton, die Wirkung einer »absoluten Rotation« zu erblicken, die es 
nicht gibt, sondern des »metrischen Feldes« oder vielmehr des mit ihm 
verkniipften affinen Zusammenhangs. Das Galileische Tragheitsprinzip 
zeigt, daB in der Welt eine Art »zwangweiser Fiihrung« besteht, die einem 
Korper, der mit bestimmter Geschwindigkeit losgelassen wird, eine ganz 
bestimmte Bewegung aufnotigt, aus welcher er nur durch duBere Krafte 
herausgerissen werden kann. Dieses »Fiihrungsfeld«, das etwas physi- 
kalisch Reales ist, nannten wir friiher »affinen Zusammenhang«. Bei Ab- 
lenkung durch auBere Krafte macht sich die Fiihrung durch Reaktions- 
krifte, z. B. die Zentrifugalkraft bemerkbar. Sofern der Zustand des 
Fiihrungsfeldes nicht beharrt, sondern der gegenwirtige sich aus ver- 
gangenen unter dem Einflu8 der in der Welt vorhandenen Massen, der 
Fixsterne, herausgebildet hat, sind die oben erwadhnten Erscheinungen also 
zum Teil eine Wirkung der Fixsterne, relativ zu denen die Rotation 
stattfindet *), — : 

Zur allgemeinen Relativitatstheorie, die {wir jetzt aus der im vorigen 
Kapitel entwickelten »speziellen« mit Einstein herzuleiten im Begriffe 
sind, erheben wir uns am besten in zwei Stufen. 

_ I. Wir vollziehen, dem Geiste der Kontinuitét gemaB, den gleichen 
Ubergang fiir die vierdimensionale Welt, der uns in Kap. II von der 
Euklidischen zur Riemannschen Geometrie fiihrte. Dabei tritt eine quadra- 
tische Differentialform (1) als metrische Grundform auf. Es ist ohne 
weiteres méglich, die physikalischen Gesetze dieser Verallgemeinerung 
anzupassen. Dabei ist es angemessen, die Quantitadtsgré%en durch Ten- 


*) »Zum Teil« darum, weil die Massenverteilung in der Welt das Fiihrungsfeld 
nicht eindeutig bestimmt; sondern beide sind in einem Moment unabhiingig vonein- 
ander und zufiallig (genau wie Ladung und elektrisches Feld), die Naturgesetze lehren 
lediglich, wie sich aus einem solchen Anfangszustand beider alle iibrigen (vergangenen 
und zukiinftigen) Zustinde zwangsliufig entwickeln. So wenigstens muf} man urteilen, 
solange man auf dem Standpunkt der reinen Feldphysik beharrt. Daf die Welt, wie 
wir sie tatsichlich vorfinden, im Grofen genommen, stationdr (in Ruhe) ist, kann, wenn 
‘iberhaupt, nur als statistisches Gleichgewicht verstanden werden. Vgl. dariiber § 34. 
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sordichten statt wie in Kap. III durch Tensoren zu reprisentieren, was 


durch Multiplikation mit Vg erreicht wird (g die negative Determinante 
der giz). So werden insbesondere Massen- und Ladungsdichte « und 0 
statt durch die Formel (71), § 26 durch 


amas = udx, DEO Sima OE (dx = dx, dx, dx, adx,) 
za erklaren sein; die Eigenzeit ds lings der Weltlinie bestimmt sich aus 
as == gi aXi aK. 
Die Maxwellschen Gleichungen lauten 
;  ODe Oo 


0D; 
F; en rE 2 
f Oxz Ox; : OX, 


g: sind die Koeffizienten einer invarianten linearen Differentialform p; dx;, 


%* bedeutet nach fritherer Konvention Vg- #*. In der Lorentzschen 
Theorie wird fiir 3’ der Ansatz gemacht 


: : 5 axes 
8? = on! w= 
( as 
Die ponderomotorische Kraft pro Volumeinheit (eine kovariante Vektor- 
dichte in der vierdimensionalen Welt) bestimmt sich aus *) 


(2) p= — Fz 8*, 

und die mechanischen Gleichungen lauten allgemein 
du; 7p | Bien es 

(3) 0 (EL out) = 


dabei ist stets p;w? == 0. Wir kénnen ihnen die friihere Form geben, 
wenn wir neben den p; die Gréfen 


an Eee Sat ees 
(4) a (DORE eS eu" u 
— vgl. § 17, Gl. (64) — einfiihren als die Dichtekomponenten ); einer 
aus dem metrischen Felde entspringenden »Scheinkraft« (Reaktionskraft 
des Fiihrungsfeldes); denn dann lauten jene Gleichungen 


au; s 
Marre rg kL FP. 


Die einfachsten Beispiele solcher »Scheinkrafte« sind die Zentrifugal- und 
Coriolis-Kraft. Vergleichen wir die Formel (4) fiir die aus dem metrischen 
Felde entspringende »Scheinkraft« mit der fiir die ponderomotorische Kraft 
des elektromagnetischen Feldes, so zeigt sich eine vollstandige Analogie. 
Wie namlich die Vektordichte mit den kontravarianten Komponenten 8° 
die Elektrizitaét charakterisiert, so wird, wie wir gesehen haben, die sich 
bewegende Materie durch die Tensordichte mit den Komponenten 


*) Anderung des Vorzeichens wegen Anderung des Vorzeichens der metrischen 
Fundamentalform! 
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$* = wx;u* beschrieben. Den Komponenten 7, des elektrischen Feldes 


~ 


entsprechen hier als Komponenten des metrischen Feldes die Gro8en 
ta) 


Wie die Feldkomponenten / durch Differentiation aus dem elektromagne- 
tischen Potential gw; entspringen, so die T aus den giz; diese bilden so- 
mit das Potential des metrischen Feldes. Die Kraftdichte ist das Produkt 
aus elektrischem Feld und Elektrizitat auf der einen Seite, aus metrischem 
Feld und Materie auf der andern Seite: 


p; = — Fi, 8*, bzw. i= reoe. 

Verlassen wir die Vorstellung einer unabhingig von den physikalischen 
Zustanden existierenden Substanz, so tritt an deren Stelle die durch den 
Zustand des Feldes bestimmte allgemeine Energie-Impuls-Dichte $*, Nach 
der speziellen Relativititstheorie geniigt sie dem Erhaltungssatz 

JF. 
Uxe 


Diese Gleichung ist jetzt nach Formel (37), $14 zu ersetzen durch die 
allgemein invariante 


(5) 


Wiirde auf der linken Seite nur das erste Glied stehen, so wiirde auch 
jetzt & den Erhaltungsgesetzen geniigen. Statt dessen kommt aber ein 
zweiter Term hinzu: die »reale« Gesamtkraft 


ao? 


ae OX, 


ed 


OXz 


—TeTh =o. 


= 


verschwindet nicht, sondern ihr mu durch die aus dem metrischen Felde 
entspringende »Scheinkraft« 


(6) Bs Teh — 3 Set gon 
das Gleichgewicht gehalten werden. 

Diese Formeln erweisen sich auch in der speziellen Relativitatstheorie 
als zweckmaBig, wenn man sich auf ein krummliniges oder krummlinig 
bewegtes oder beschleunigtes Koordinatensystem zu beziehen hat. Um 
den schlichten Sinn unserer Ausfiihrungen deutlich zu machen, wollen 
wir auf diesem Wege die Zentrifugalkraft bestimmen, die in einem rotie- 
renden Bezugssystem auftritt. Verwenden wir ein normales Koordinaten- 


system fiir die Welt: ¢, x,, x,, x,, fiihren aber an Stelle der Cartesischen 
Raumkoordinaten Zylinderkoordinaten 7, z, 0 ein, so ist 


ds = dis de" pty 


Wir machen, unter w eine konstante Winkelgeschwindigkeit verstanden, 
die Substitution 
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C= tf = 7 
und lassen hernach die Akzente wieder fort; dann kommt 
ds* = dt*(1 — r?w’) — 27° mdb dt — (dz* +- dr* + 7°d0"). 
Setzen wir einen Augenblick 
Lets ee r= X,, 
so ist fiir een in dem jetzt benutzten Bezugssystem ruhenden Massen- 
PUnktt7. == 7° ==" == 0 und daher 


(w°)*(1 — 7°") = 1. 


Fiir die Komponenten der Zentrifugalkraft gilt die Formel (4): 


= t) 
ze 0O\2 
== . Ut. 
p z 2 3 x; {4 ( ) i) 
und da die Ableitungen von g,, == 1—7*w* nach x, x, x, verschwinden und 


Ofan 0 10k en 


== 2° == — 2rw’ 

dx, or 
ist, ergibt sich bei Riickkehr zu den gewdhnlichen Mafeinheiten, in denen 
die Lichtgeschwindigkeit c nicht == 1 ist, und wenn man die kontra- 
varianten Komponenten statt der kovarianten benutzt, statt der Indizes 


©, 1, 2, 3 aber die bezeichnenderen 7¢, 0, 2, 7: 


(7 pop poo, pa. 


Zwei eng miteinander zusammenhingende Umstadnde sind fiir die 
»Scheinkrafte« des metrischen Feldes charakteristisch. “rstens: die Be- 
schleunigung, welche sie einem an einer bestimmten Raum-Zeit-Stelle be- 
findlichen (genauer: diese Stelle mit bestimmter Geschwindigkeit passie- 
renden) Massenpunkt erteilen, ist unabhingig von dessen Masse — oder 
die Kraft selber ist der trigen Masse des Massenpunktes, an welcher sie 
angreift, proportional. Zweztens: bei Benutzung eines geeigneten, ném- 
lich eines geoditischen Koordinatensystems an einer bestimmten Raum- 
Zeit-Stelle verschwinden jene Krafte vollstindig (vgl. § 14). Gilt die 
spezielle Relativitétstheorie, so kann dieses Verschwinden simultan fiir 
alle Raum-Zeit-Punkte durch Einfiihrung eines linearen Koordinatensystems 
erreicht werden, aber auch im allgemeinen Falle konnen wenigstens fiir jede 
einzelne Stelle durch ein zu dieser Stelle gehériges geeignetes Koordinaten- 
system die saimtlichen 40 Komponenten I; des affinen Zusammenhangs 
zum Verschwinden gebracht werden *). 


*) Es liegt demnach im Wesen des metrischen Feldes, dal es nicht durch einen 
gegeniiber beliebigen Transformationen invarianten Feldtensor [ beschrieben werden 
kann. 
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Die erwihnten beiden Umstinde treffen nun aber erfahrungsgema8 zu 
fiir die Gravitationskraft. Darin, daB ein gegebenes Gravitationsfeld jeder 
Masse, die man in das Feld bringt, die gleiche Beschleunigung erteilt, 
liegt ja gerade das eigentliche Ratsel der Schwerkraft. Im elektrostatischen 
Felde wirkt auf ein schwach geladenes Probekérperchen die Kraft ¢- G, 
wo die elektrische Ladung e¢ nur vom Probekérper, die elektrische Feld- 
stirke @ nur vom Felde abhangt. Wirken keine weiteren Krafte, so er- 
teilt diese Kraft dem Probekérper von der trigen Masse m eine Be- 
schleunigung b, welche sich durch die Grundgleichung der Mechanik 
mb = e© bestimmt. Im Gravitationsfeld gilt etwas ganz Analoges. Die am 
Probekérper angreifende Kraft ist = g@, wo g, die »Gravitationsladung<, 
nur vom Probekérper, & aber nur vom Felde abhingt; die Beschleunigung 
bestimmt sich auch hier durch die Gleichung mb = g@. Nun stellt sich 
aber die merkwiirdige Tatsache heraus, daB die »Gravitationsladung« oder 
»schwere Masse« g gleich der »triigen Masse« m ist. Von Eétvos ist die empi- 
rische Geltung dieses Gesetzes in neuerer Zeit aufs genaueste gepriift worden’). 
Die einem Korper an der Erdoberflache durch die Erddrehung erteilte Zentri- 
fugalkraft ist der trigen, sein Gewicht der schweren Masse proportional. 
Die Resultierende aus beiden, die scheinbare Schwere, wiirde fiir ver- 
schiedene Kérper verschiedene Richtung haben miissen, wenn nicht durch- 
weg Proportionalitét zwischen schwerer und traéger Masse besteht. DaB 
eine solche Richtungsverschiedenheit nicht stattfindet, konstatiert Eétvés 
an dem empfindlichsten Instrument, der Drehwage; es wird dadurch die 
trige Masse eines Korpers mit derselben Genauigkeit gemessen, mit der 
wir durch eine Prazisionswage sein Gewicht bestimmen. Die Proportionalitat 
zwischen schwerer und trager Masse gilt auch in solchen Fallen, wo ein 
Massenverlust nicht durch Entweichen von Substanz im alten Sinne, son- 
dern durch Abgabe von radioaktiver Energie stattfindet. — Die trite 
Masse eines Korpers hat nach dem Grundgesetz der Mechanik waiversedle 
Bedeutung; sie regelt sein Verhalten gegeniiber allen auf ihn stattfindenden 
Kraftwirkungen, welchen physikalischen Ursprungs sie auch sein médgen; 
seine schwere Masse ist aber nach der gewdhnlichen Auffassung (wie die 
elektrische Ladung) auf ein spezielles physikalisches Kraftfeld, das der 
Gravitation bezogen. Vom Standpunkt einer solchen Auffassung aus mu8 
aber die Identitét zwischen trager und schwerer Masse unverstindlich 
bleiben; ihr kann nur eine Mechanik gerecht werden, die von vornherein 
neben der tragen Masse die Gravitation enthalt. Das ist mit der Mechanik 
des allgemeinen Relativititsprinzips der Fall, wenn wir annehmen, da8 
die Gravitation genau so wie die Zentrifugal- oder Corioliskraft mit in 
jener »Scheinkraft« drin steckt, die dem metrischen Feld entspringt. In 
der Tat wird sich herausstellen, daB die Planeten rein der durch das 
Fiihrungsfeld vorgezeichneten Bahn folgen, da8 wir nicht wie Newton 
noch eine besondere »Schwerkraft« nétig haben, welche sie aus ihrer 
Galilei-Bahn ablenkt. — Die Gravitationskrafte geniigen erfahrungsgemaB 
auch der zweiten Forderung, daB sie an einer Raum-Zeit-Stelle durch Ein- 
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fiihrung eines geeigneten Koordinatensystems zum Verschwinden gebracht 
werden konnen. Ein geschlossener Kasten, ein Lift, dessen Seil gerissen 
ist und der reibungslos im Schwerefeld der Erde abstiirzt, ist ein /an- 
schauliches Beispiel eines solchen Bezugssystems. Alle frei fallenden 
K6rper werden in diesem Kasten zu ruhen scheinen, die Vorginge 
werden sich trotz der wirkenden Schwerkraft relativ zu dem Kasten 
genau so abspielen, als wenn der Kasten ruhte und kein Schwerefeld 
vorhanden ware. _ 

II. Der unter I. geschilderte Ubergang von der speziellen zur all- 
gemeinen Relativitdtstheorie ist eine rein mathematische Angelegenheit. 
Unter Einfiihrung der metrischen Grundform (1) kénnen wir die Natur- 
gesetze so formulieren, daB sie invariant sind gegeniiber beliebigen Trans- 
formationen; das ist eine mathematische Wesensméglichkeit, es liegt darin 
gar keine besondere Eigentiimlichkeit dieser Gesetze. Ein neues physi- , 
kalisches Moment kommt erst durch die Annahme hinein, die Weltmetrik 
sei nicht a priori fest gegeben, sonder jene quadratische Grundform hinge 
mit der Materie nach allgemein invarianten Gesetzen zusammen. Erst 
dadurch erheben wir uns zu einer Theorie, die den Namen einer allge- 
meinen Relativitatstheorie wirklich verdient und nicht nur das mathe- 
matische Gewand einer solchen erborgt hat. Erst sie erméglicht es, das 
Problem der Relativitét der Bewegung zu ldsen. Erst sie fihrt jene 
schon unter I. erwahnte Analogie zu Ende, nach der sich das metrische 
Feld zur Materie verhalt wie das elektrische zur Elektrizitét. Und nur 
wenn wir sie akzeptieren, ist die am Schlu® des vorigen Absatzes an- 
gedeutete Theorie méglich, nach der die Gravitation eine AuBerungsweise 
des metrischen Feldes ist; denn wir wissen aus der Erfahrung, dai das 
Gravitationsfeld sich durch die Massenverteilung (nach dem Newtonschen 
Attraktionsgesetz) bestimmt. Weniger in der Forderung der allgemeinen 
Invarianz, sondern in dieser Annahme erblicke ich daher den eigentlichen 
Kern der allgemeinen Relativitatstheorie. Stellen wir uns auf diesen 
Standpunkt, so sind wir nicht mehr berechtigt, die aus dem metrischen 
Feld entspringenden Kriafte als Scheinkrafte zu bezeichnen; sie haben 
dann eine genau so reale Bedeutung wie die ponderomotorischen Krifte 
des elektromagnetischen Feldes. Auch Coriolis- und Zentrifugalkraft sind 
reale Kraftwirkungen, die von dem Gravitations- oder Fiihrungsfeld auf 
die Materie ausgeiibt werden. Wéahrend sich unter I. die mathematisch 
leicht zu losende Aufgabe stellte, die bekannten Naturgesetze (wie die 
Maxwellschen Gleichungen) von dem speziellen Fall eines konstanten 
metrischen Fundamentaltensors auf den allgemeinen zu iibertragen, haben 
wir zur Durchfiihrung des jetzt entwickelten Gedankens das cnvariante 
Gravitationsgesetz za ermitteln, zach welchem die Materie die Komponenten 
[%, des Gravitationsfeldes bestimmt und das in der Einsteinschen Theorie 
an die Stelle des Newtonschen Attraktionsgesetzes tritt. Hierfiir bieten 
uns die bekannten Feldgesetze keinen Anhaltspunkt. Trotzdem gelang 
es Einstein, dies Problem in zwingender Weise zu lésen und zu zeigen, 
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da sich der Ablauf der Planetenbewegungen aus dem gefundenen Gesetz 
ebensogut erklirt wie aus dem alten Newtonschen, ja daf sich die einzige, 
bisher nicht befriedigend erklarte Unstimmigkeit, welche das Planetensystem 
gegeniiber der Newtonschen Theorie aufweist, ein Vorriicken des Merkur- 
Perihels um den Betrag von 43” pro Jahrhundert, quantitativ richtig aus 
seiner Gravitationstheorie ergibt. 

So fallt uns durch diese Theorie, die eines der miachtigsten Zeugnisse 
fiir die Kraft spekulativen Denkens ist, mit der Lésung des Problems 
der Relativitit aller Bewegung (einer Lésung, die allein imstande ist, 
unsere Vernunft zu befriedigen) zugleich die Lésung des Ratsels der Schwer- 
kraft als eine reife Frucht mit in den SchoB*). Man sieht, wie bedeut- 
same Argumente hier, zu den in Kap. II besprochenen hinzutretend, 
dem Riemann-Einsteinschen Standpunkt der allgemeinen Relativitét zum 
Durchbruch verhelfen. Auch darf man behaupten, daB erst dieser Stand- 
punkt dem Umstande véllig gerecht wird, da Raum und Zeit dem mate- 
rialen Gehalt der Welt als /ormen' der Erscheinungen gegeniibertreten: 
nur die physikalischen ZustandsgréBen kénnen gemessen, d. h. aus mate- 
riellen Geschehnissen abgelesen werden, nicht aber die vier Weltkoordi- 
naten, die vielmehr a priori in willkiirlicher Weise den Weltpunkten zu- 
geordnet werden, um die Darstellung der in der Welt ausgebreiteten 
ZustandsgréBen durch mathematische Funktionen (von vier unabhangigen 
Variablen) zu erméglichen. 

Wahrend das Potential des elektromagnetischen Feldes von den Koeffi- 
zienten einer invarianten “nearen Differentialform der Weltkoordinaten 
piadx; gebildet wird, besteht das Potential des Gravitationsfeldes aus den 
Koeffizienten einer invarianten gwadratischen Differentialform. In diese 
Erkenntnis von grundsatzlicher Bedeutung hat sich in dem Aufstieg, den 
wir hier vollzogen, allmahlich der Pythagoreische Lehrsatz verwandelt. 
Sie kommt uns in der Tat nicht aus der Beobachtung der Gravitations- 
erscheinungen im eigentlichen Sinne (Newton wurde den Beobachtungen 
durch Einfiihrung eines einzigen Gravitationspotentials gerecht), sondern 
aus der Geometrie, den Erfahrungen des Messens. Die Einsteinsche 
Gravitationstheorie entspringt eben durch das Zusammentreten zweier Er- 
kenntnisgebiete, die bis dahin in der historischen Entwicklung véllig ge- 
trennt verlaufen waren; wir kénnten diese Synthese durch das Schema 

Pythagoras Newton 


andeuten. Einstein 


Um die Werte der Groen giz aus unmittelbar beobachtbaren Tatsachen 
zu entnehmen, benutzen wir wie in der speziellen Relativititstheorie Licht- 
signale und kraftefrei sich bewegende Massenpunkte. — Die Weltpunkte 
seien irgendwie auf Koordinaten x; bezogen, Die durch einen Weltpunkt 
O hindurchgehenden geodatischen Linien 
) a’ x; {OF | ee a ; ax; Axz 
ds? ds ds ©? (9) si ads as 


; GON S te 


§ 27. Relativitat der Bewegung, metrisches Feld und Gravitation. 207 


zerfallen in zwei Klassen, diejenigen mit rawmartiger und die mit zez¢- 
artiger Richtung (C<Co bzw. C>>0). Die letzteren erfiillen einen 
»Doppelkegel« mit Knotenpunkt in O, der von O aus in zwei einfache 
Kegel zerfallt, den in die Zukunft und den in die Vergangenheit ge- 
offnmeten. Der erste enthalt alle Weltpunkte, die zur »aktiven Zukunft« 
von O gehéren, der andere alle Weltpunkte, welche die »fassive Ver- 
gangenheit« von O ausmachen. Der begrenzende Kegelmantel wird von 
den geodatischen Nullinien (C== 0) gebildet; auf seiner »zukiinftigen« 
Halfte hegen alle Weltpunkte, in denen ein in O gegebenes Lichtsignal 
eintrifft, allgemeiner die strengen »Einsatzpunkte« einer jeden in O aus- 
gelosten Wirkung. Die metrische Fundamentalform bestimmt demnach 
allgemein, welche Weltpunkte untereinander in Wirkungszusammenhang 
stehen. Sind dx; die relativen Koordinaten eines zu O unendlich be- 
nachbarten Weltpunktes O', so wird O’ von einem in O aufgegebenen 
Lichtsignal dann und nur dann passiert, wenn gizdx;dxz == 0 ist. Durch 
Beobachtung der Lichtankunft in den zu O benachbarten Punkten kénnen 
wir also das Verhaltnis der Werte der giz im Punkte O feststellen; und 
wie in O, so in jedem andern Punkt. Mehr aber 1a8t sich aus dem Vorgang 
der Lichtausbreitung tiberhaupt nicht entnehmen; denn es geht aus einer 
Bemerkung auf S. 115 hervor, da die geodatischen Nullinien nur von 
dem Verhaltnis der giz abhangig sind. —- Das optische Richtungsbild, 
das ein Beobachter (den wir uns wieder als »Punktauge« denken, vel. 
S. 89) in einem Augenblick z. B. vom Sternenhimmel empfangt, ist 
folgendermaBen zu konstruieren. Vom Weltpunkt O, in dem sich der 
Beobachter befindet, sind diejenigen geoditischen Nullinien (Lichtlinien) 
auf dem riickwartigen Kegel zu konstruieren, welche die Weltlinien der 
Sterne schneiden. Die Richtung jeder Lichtlinie in O ist zu zerlegen in 
eine Komponente, welche in die Richtung e der Weltlinie des Beobachters 
hineinfallt, und eine dazu senkrechte $ (was »senkrecht« bedeutet, ist ja 
durch die Weltmetrik festgelegt, s. S. 10g; $8 ist die réumliche Richtung 
des Lichtstrahls). Innerhalb der dreidimensionalen linearen Mannig- 


faltigkeit der zu e senkrechten Linienelemente in O ist — ds’ eine 
positiv-definite Form; die aus ihr als metrischer Fundamentalform sich 
ergebenden Winkel — zu berechnen nach § 11, Formel (15) — zwi- 


schen den raéumlichen Richtungen $ der Lichtstrahlen sind es, welche 
die vom Beobachter wahrgenommene Lage der Sterne zueinander be- 
stimmen. 

Der Proportionalititsfaktor in den g;z, der aus dem Vorgang der Licht- 
ausbreitung nicht entnommen werden konnte, la8t sich durch die Bewegung 
von Massenpunkten ermitteln, die eine Uhr mit sich fiihren. Wenn wir 
nimlich annehmen, daf — wenigstens bei der kraftefreien, unbeschleunigten 
Bewegung — die an einer solchen Uhr abgelesene Zeit die Eigenzeit s ist, 
so ermoglicht die Gleichung (9) offenbar die Ubertragung der Mafeinheit 
lings der Weltlinie der Bewegung. (Vgl. hierzu Anhang 'I.) 
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§ 28. Einsteins Grundgesetz der Gravitation. 


Nach der Newtonschen Theorie wird der Zustand der Materie durch 
einen Skalar, die Massendichte wu, charakterisiert, und auch das Gravitations- 
potential ist ein Salar M; es gilt die Poissonscne Gleichung 


(10) AD =4anku (4 = div grad; k die Gravitationskonstante). 


Dies ist das Gesetz, nach welchem die Materie das Gravitationsfeld 
bestimmt. Nach der Relativititstheorie kann die Materie im strengen 
Sinne nur durch einen symmetrischen Zensor 2. Stufe Ziz, oder besser 
noch, durch die zugehdrige gemischte Tensordichte $? zureichend be- 
schrieben werden, und im Einklang damit besteht auch das Potential des 
Gravitationsfeldes aus den Komponenten eines symmetrischen Zensors giz. 
An Stelle der einen Gleichung (10) wird also in der Einsteinschen Theorie 
ein System von Gleichungen zu erwarten sein, deren linke Seiten Diffe- 
rentialausdriicke 2. Ordnung in den giz sind und auf deren rechter Seite 
die Komponenten der Energiedichte & auftreten; dies System muB 
natiirlich invariant gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen sein. 
Um das Gravitationsgesetz zu finden, kniipfen wir am besten an das am 
Schlu8 von § 26 formulierte Hamiltonsche Prinzip an. Da bestand die 
WirkungsgroBe aus drei Teilen, der Substanz- und Feldwirkung der 
Elektrizitat und der Substanzwirkung der Masse oder Gravitation. Hier 
fehlt ein vierter Term: die Feldwirkung der Gravitation, welche wir jetzt 
za ermitteln haben. Bevor dies aber geschieht, wollen wir noch die 
Anderung berechnen, welche die Summe der uns schon bekannten drei 
ersten Terme erfahrt, wenn wir die Potentiale ~; des elektromagnetischen 
Feldes und die Weltlinien der Substanzelemente ungedndert lassen, aber 
die giz, die Potentiale des metrischen Feldes, einer unendlich kleinen virtuellen 
Variation 0 unterwerfen; eine Méglichkeit, die sich ja erst in der all- 
gemeinen Relativititstheorie darbietet. 

Die Substanzwirkung der Elektrizitdét erleidet dabei keine Anderung, 
die Anderung des in der Feldwirkung auftretenden Integranden 
| 16 = 1h B 
ist 

+{Vg0 (Fuk) + (Fak) Vg} - 

Hier ist der erste Summand in der geschweiften Klammer = %,;0/” a 
und dafiir findet man wegen 


a eight Fy, 
sogleich den Wert 
2Ve Fy, Fut Og'* 
der zweite Summand ist nach § 17, (58’) 
, = — Sg2dg". 
Ks ergibt sich also schliefSlich fiir die Variation der Feldwirkung 


§ 28. Einsteins Grundgesetz der Gravitation. 209 


— [36x Og dx = [36" Ogi dx 


[vergl. § 17, (59)], wenn 
(11) S} = 160) — H, 


die Komponenten der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes sind*). 
Plétzlich begreifen wir (aber erst hier, wo uns die Variation der Welt- 
metrik erméglicht ist), woher eigentlich die komplizierten Ausdriicke (11) 
fiir die Energie-Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes kommen. — 
Fiir die Substanzwirkung der Masse erhalten wir ein entsprechendes 
Resultat; es ist 


1 Ux axR OLik 


) V gin adx;dx* = as 


= idsuiu* 0 giz, 
also 
afm Ven dx; dx) =fie uu? Ogiz dx. 


Fiir die Geren edermne des uns schon bekannten Teils der Wirkungs- 
groBe bei Variation des metrischen Feldes' kommt demnach 


(12) [EP bendz, 
wo &* die Tensordichte der Gesamtenergie bedeutet. 


Das noch fehlende vierte Glhed der Wirkungsgriéfe, die Feldwirkung 


der Gravitation, wird ein invariantes Integral [Sax sein miissen, dessen 
Integrand & aus den Potentialen giz, und den Feldkomponenten (A 


des Grayitationsfeldes (aus den giz und ihren Ableitungen 1. Ordnung 


0 gee 
0x, 
als Gravitationsgesetze Differentialgleichungen von keiner héheren als der 
2. Ordnung ergeben. Ist das totale Differential jener Funktion 


(13) 08 = 1G dg +264" den, (GO = G*, Gr = Gr), 


so erhalt man fiir eine infinitesimale Variation dgiz, die auBerhalb eines 
endlichen Gebiets verschwindet, durch eine partielle Integration 


ae bf dx = [2O}* dgnax, 


wo die »Lagrangeschen Ableitungen« [G]*, die symmetrisch in den z 
und & sind, aus der Formel 


= gtk, -) aufgebaut ist; nur dann, sollte man meinen, werden sich 


*, Das entgegengesetzte Vorzeichen wie in Kap. III wegen Anderung des Vor- 
zeichens der metrischen Fundamentalform! 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 4 
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Se eee 
thr 
(Gye = G* — 1G 
0x, 
mu berechnen sind. So werden denn die Gravitationsgleichungen in der 


Tat die von vornherein vorausgesehene Form 

(15) [OF = —&; | 

annehmen; und es wundert uns nun auch gar nicht mehr, dab durch 
Variation der giz an den ersten drei Bestandteilen der WirkungsgroBe _ 
nach (12) gerade die Energie-Impulskomponenten als Koeffizienten her- 
ausspringen. — Leider existiert aber eine skalare Dichte @, wie wir sie 
wiinschen, iiberhaupt nicht; denn man kann ja an jeder vorgegebenen 


; ik 
Stelle durch geeignete Wahl des Koordinatensystems alle tr zum Ver- 


schwinden bringen. Wohl aber haben wir im Skalar der Riemannschen 
Kriimmung eine Invariante kennen gelernt, welche die 2. Ableitungen 
der giz nur Zinear enthilt; es lieBe sich sogar zeigen, da sie die einzige 
Invariante dieser Art ist*), Und infolge jener Linearitét lassen sich in dem 


invarianten Integral fix Vgdx durch partielle Integration die Ableitungen 


2. Ordnung herausschaffen. Wir bekommen dann 


fiRVeae = | ax 


+ einem Divergenzintegral, d. h. einem Integral, dessen Integrand die 


z 


Gestalt ake besitzt; hier hingt nun © nur von den gz und deren 


i 
1. Ableitungen ab. Fiir Variationen diz, die auBerhalb eines endlichen 
Bereichs verschwinden, ist daher 


dftR Vedx = df Gax, 
weil nach dem Prinzip der partiellen Integration 
pee 
e 0x; 
ist. Nicht i @G dx selber, wohl aber die Variation 0 fi ® dx ist eine In- 


variante, und darauf kommt es ja in dem Hamiltonschen Prinzip allein 


G0 


an. Wir brauchen daher keine Bedenken zu tragen, f Gdx als die Wirkungs- 


gripe des Gravitationsfeldes einzufiihren; und dieser Ansatz ist der Cinzige , 
der sich als moglich herausstellt. So werden wir zwangslaufig zu eindeutig 
bestimmten Gravitationsgleichungen (15) gefiihrt. Aus ihnen geht hervor, 
daB jede Art von Energie gravitierend wirkt; nicht bloB die in den 
Elektronen und Atomen konzentrierte Energie, die Materie im engeren 


*) Der Beweis ist im Anhang II durchgefiihrt. 
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Sinne, sondern auch die diffuse Feldenergie (denn &* sind die Kompo- 
nenten der Gesamtenergie). 

Bevor wir die Rechnungen durchfiihren, welche nétig sind, um die 
Gravitationsgleichungen in expliziter Form hinschreiben zu kénnen, wollen 
wir zundchst noch priifen, ob wir 7m Falle der Mieschen Theorie 2 ana- 


logen Resultaten gelangen. Die in ihr auftretende WirkungsgroBe fp dx 


ist eine Invariante nicht nur gegeniiber linearen, sondern beliebigen Trans- 
formationen; denn & ist rein algebraisch (ohne Tensoranalysis) zusammen- 
gesetzt aus den Komponenten @; eines kovarianten Vektors (des elektro- 
magnetischen Potentials), den Komponenten /;z eines linearen Tensors 
2. Stufe (des elektromagnetischen Feldes) und den Komponenten g;z des 
metrischen Fundamentaltensors. Wir setzen das totale Differential dieser 
Funktion 

(x6) OL =F" dgz+0,2, 0,8 = iH* dhe + 309; 

THT, HF — — HF) 


und bezeichnen alsdann die Tensordichte &} als Energie oder Materie. 
Wir bringen dadurch nur wiederum zum Ausdruck, da sich das metrische 
Feld (mit den Potentialen giz) zu der Materie (&’*) ebenso verhadlt wie das 
elektromagnetische Feld (mit den Potentialen @;) zum elektrischen Strom 
(3’). Wir haben aber jetzt die Verpflichtung, nachzuweisen, daB die gegen- 
wartige Erklarung genau zu den in § 26, (64) angegebenen Ausdriicken 
fiir Energie und Impuls fiihrt; damit wird dann auch der damals noch 
schuldig gebliebene Beweis fiir die Symmetrie des Energietensors erbracht. 
Wir k6énnen nun hier nicht mehr, wie es oben im besonderen Falle der 
Maxwellschen Theorie geschah, das Geforderte durch direkte Rechnung 
erreichen, sondern bedienen uns dazu der folgenden schonen Uberlegung, 
deren Keime bei Lagrange zu finden sind, die aber in vollkommenster 
Form von F. Klein auseinandergesetzt wurde °). 

Mit dem Weltkontinuum nehmen wir eine infinitesimale Deformation 
vor, durch welche allgemein der Punkt (x,) in den Punkt (x,) tibergeht: 
(17) x= ap é- §# (x4, Xo x.) 

(e ist der konstante infinitesimale Parameter, dessen hohere Potenzen in 
allen Rechnungen zu streichen sind). Wir stellen uns vor, da die Zu- 
standsgréBen von ‘der Deformation mitgenommen werden, so da also 
nach Ausfiihrung der Deformation die neuen g; (wir nennen sie @,;) solche 
Funktionen der Koordinaten sind, daB zufolge (17) die Gleichung besteht: 
(18) pi (x) ax; = Qi (x) ax; 

und im gleichen Sinne auch die symmetrische und schiefsymmetrische 
bilineare Differentialform mit den Koeffizienten giz, bzw. /;z ungeadndert 
bleibt. Die Anderungen @;(x) — g.(x), welche die GroBen g; an einer 
festen Weltstelle (x;) durch die Deformation erfahren, bezeichnen wir mit 
dz; entsprechende Bedeutung haben dg;z und 0. Setzen wir in die 

14* 
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Funktion 2 an Stelle der alten GréBen @; usw. die durch die Deformation 


daraus entstandenen g;... ein, so mége die Funktion L=L fe dx her- 
vorgehen; dabei ist )& durch (16) gegeben. Ferner sei X ein beliebiges 


Weltgebiet, das durch die Deformation in & iibergeht. Durch die Defor- 
mation erleidet die Wirkungsgréfe 


[s dx eine Anderung & [Sax 


gleich dem Unterschied des Integrals von @ iiber ¥ und des Integrals 
von & iiber X. Da die WirkungsgréBe eine Invariante ist, driickt sich 
in der Gleichung aus: 


(19) Ot) Sa ci=10n 
/ 


Jene Differenz zerlegen wir natiirlicherweise in zwei Teile: 1) die Differenz 
des Integrals von 2 und & iiber X, 2) die Differenz des Integrals yon 


2 iiber X und &¥. Fiir den ersten Teil kénnen wir, da ¥ nur infinitesi- 
mal von & verschieden ist, setzen 


Apts Syples 


der zweite ist auf S. too zu 


é- i oie ax 
Ox; 
bestimmt worden. 


Um die Betrachtung durchzufiihren, miissen wir jetzt zunachst die 
Variationen 0g;, Og, 07; berechnen. Wenn wir einen Augenblick 
pi(x) — pi(x) = 0" —p; setzen, gilt wegen (18): 


O'p:: dx; + eg,d& =o, also 


og 


dx; : 


Og: = — &+ 9G, 


und da 
. t | Pp ; : : 
Spi = 8 ps — (Pilz) — Pile)} = 0p: — 2- Ee 


ist, mit Unterdriickung des selbstverstandlichen Faktors ¢: 


0g = dQ; 
20 = f) i= G+ —— * Er 
(20) Pi=— woe 
Ebenso kommt 
' og og” Og; 
(20’) —d tk = Lir Sateee Stk - 
bik = & Ney os + ya ; 
" og” se OF: 
(20°) — OF; —— ey ER frye 
k areas Vee aa ome 
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Dabei ist 


dQ; ‘ 
wegen 47, = ve — we auch (21) 07, = eae sa alata) 
Zz ye 7s 


denn weil die erste Relation invarianter Natur ist, folgt aus ihr 


Fin) == Pele) _ bala) = te) 29) _ 2Galx) 
TENE Soe ie , also auch ;,(x) = Sop Spe 


. 
b) 


Durch Ejinsetzen findet man 
og 
— 02 = (F} rk Ps AT ee 
(BE + Gr: + ate) = 


I n) a tr 
emcee eat steele) oi 
Xi; 
Beseitigen wir die Ableitungen der & durch partielle Integration und 
setzen zur Abkiirzung 
Bi = Ti + F, HY + pi8* — 622 


so erhalten wir eine Formel von folgender Gestalt: 
9(Be ee , 
(22) — i f{&dx — fee) dx +f (ie!) fee op 
x ft x 


Nun folgt daraus zunaichst in bekannter Weise, wenn wir die & geeignet 
wahlen, und zwar so, daB sie auSerhalb eines endlichen Gebiets ver- 
schwinden, und fiir ¥ eben dieses Gebiet wihlen: da an jeder Stelle 


(23) p= 0 
ist. Mithin ist in (22) auch der erste Summand = 0; die so entstandene 


Identitat gilt fiir beliebige GréBen & und jedes endliche Integrations- 
gebiet X. Also muB, da das Integral einer stetigen Funktion tiber edes 


Gebiet nur dann verschwindet, wenn die Funktion selber = 0 ist, 
R 3; z ke 
BFE) ge dF BF, 
Oxz% Wan | tee 
; : Hs ; he vg? eae 
sein. Hier k6nnen nun an einer Stelle §* und are beliebige Werte an- 
he 
nehmen; infolgedessen ist 
R* =o ( Be a 
ie ithe WN Doge 


Damit sind wir zu dem gewiinschten Resultat gelangt: 
UT; = 20; — FH” — 9:8". 

Diese Uberlegung liefert uns aber zugleich die Lrhaltungssdtze fir 
Energie und Impuls, die wir in § 26 durch Rechnung gefunden hatten: 
sie sind in den Gleichungen (23) enthalten. Fiir die Anderung der Wir- 
kungsgroBe der ganzen Welt bei einer, auferhalb eines endlichen Welt- 
gebiets verschwindenden, unendlichkleinen Deformation finden wir 


(24) fosax = [22% dgieds + [6,2dx 0m 


aig). Allgemein ee 


Hier fillt infolge der Gleichungen (21) und der Giiltigkeit des Hamilton- 
schen Prinzips 


(25) ‘fo.84x =o 


(den Maxwellschen Gleichungen) der zweite Teil weg; der erste aber ist, 
wie wir schon oben berechnet haben, 


ew ag , Sap ) a —((® x ap iE 
ses as adi? = Tes) eg 
— f(z; Sah tT? 2 ox: = < Wee? ONE ee 


So ergeben sich als eine Folge der Gesetze des clektromagnetischen RUS: 
die mechanischen Gleichungen 


vei __ 1 Sep 
‘Ox, 8 7 Ox 


(26) Se —= o. 


(Wegen des durch die Gravitation bedingten Zusatzgliedes konnen diese 
Gleichungen in der allgemeinen Relativitatstheorie nicht mehr gut als 
Erhaltungssiitze bezeichnet werden; die Frage, ob sich wirkliche Erhal- 
tungssitze aufstellen lassen, wird erst in § 33 gepriift werden.) 

Aus dem durch Hinzufiigung der Wirkungsgrife des Gravitationsfeldes 
erginzten Hamiltonschen Prinzip 


(27) d[(@+ 6) dx =o, 


in welchem nun elektromagnetischer wxd Gravitations-Feldzustand unab- 
hangig voneinander virtuellen unendlichkleinen Verainderungen unter- 
worfen werden diirfen, entspringen neben den elektromagnetischen . Ge- 
setzen noch die Gravitationsgleichungen (15). Wenden wir die obige zu 
(26) fiihrende Uberlegung auf @ statt auf 2 an — es gilt ja fiir die 
durch unendlichkleine, auBerhalb eines endlichen Bezirks verschwindende 
Deformation des Weltkontinuums bewirkte Variation 0 atch hier 


d(Gax = OfiRVgdx = o—, 


so flieBen daraus die zu (26) analogen mathematischen Identitaten: 


[GO] 1080p 

xe “a0 45 
Der Umstand, da8 © auBer den giz noch deren Ableitungen enthiilt, 
macht dabei gar nichts aus. Dée mechanischen Gleichungen (26) sind 
demnach ebensowohl eine Folge der Gravitationsgleichungen (15) wie der elek- 
tromagnetischen Feldgesetze. 

Die wunderbaren Zusammenhinge, welche sich hier zeigen, onnen. 
unabhangig von der Frage nach der Giiltigkeit der Mieschen Elektro- 
dynamik, folgendermafen formuliert werden. Der Zustand eines physi- 
kalischen Systems wird relativ zu einem Koordinatensystem beschrieben 
durch gewisse raumzeitlich variable Zustandsgrifen p (das waren oben 


(G|eR="or 
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die ;). AuBer ihnen kommt das durch seine Potentiale giz zu charak- 
terisierende metrische Feld in Betracht, in welches das System eingebettet 
ist. Die GesetzmaBigkeit der Vorginge im System wird beherrscht von 


einer /ntegralinvariante HP dx; die skalare Dichte & ist dabei eine Funk- 


tion der g und ihrer Ableitung 1., eventuell hoherer Ordnung; auBerdem 
der giz, doch gehen nur diese Groen selber, nicht auch ihre Ableitungen 
in 2 ein. Wir bilden das totale Differential der Funktion &, wobei wir 
nur denjenigen Teil explizite hinschreiben, welcher die Differentiale 0 giz 
enthalt : 
08 = $T* dg + 0,2. 

Dann ist &f die Tensordichte der mit dem physikalischen Zustand des 
Systems verkniipften “wergie (Materie). Die Bestimmung ihrer Kompo- 
nenten ist damit ein ftir allemal auf die Bestimmung der Hamiltonschen 
Funktion 2 zuriickgefiihrt; wr die allgemeine Relativititstheorie, welche 
adie Variation der Weltmetrik ermiglicht, fiihrt zur wahren Definition der 
Energie. Die Zustandsgesetze ergeben sich aus dem »partiellen« Wir- 
kungsprinzip (25), in welchem nur die ZustandsgréBen zu varriieren 
sind; es flieSen daraus so viele Gleichungen her, als GréBen ~ vorhanden 
sind, Die hinzutretenden 10 Gravitationsgleichungen (15) fiir die 10 Po- 
tentiale g;z ergeben sich, wenn man das partielle zum totalen Wirkungs- 
prinzip (27) erweitert, in welchem nun auch die g;z mitzuvariieren sind. 
Die mechanischen Gleichungen (26) sind sowohl eine Folge der Zustands- 
wie der Gravitationsgesetze; man kénnte sie als die Eliminante aus beiden 
bezeichnen. In dem System der Zustands- und Gravitationsgesetze sind 
daher vier iiberschiissige Gleichungen enthalten. In der Tat muB die allge- 
meine Lésung vier willkiirliche Funktionen enthalten, da die Gleichungen 
ja zufolge ihrer invarianten Natur das Koordinatensystem der ~; vollstandig 
unbestimmt lassen und mithin durch willkiirliche stetige Transformation 
dieser Koordinaten aus einer Lésung der Gleichungen immer wiederum 
Lésungen hervorgehen (die aber objektiv denselben Weltverlauf darstellen). 
Die alte Einteilung in Geometrie, Mechanik und Physik mu in der Ein- 
steinschen Theorie durch die Gegeniiberstellung von physikalischem Zu- 
stand und metrischem oder Gravitationsfeld ersetzt werden. 

Der Vollstindigkeit halber kehren wir noch einmal zu dem Hamulton- 
schen Prinzip der Maxwell-Lorentsschen Theorie zuriick. Variation der 
(pz liefert die elektromagnetischen, Variation der giz die Gravitationsgesetze. 
Da die Wirkungsgré8e eine Invariante ist, ist die unendlichkleine Ande- 
rung, welche an ihr eine infinitesimale Deformation des Weltkontinuums 
hervorruft, == 0; dabei sollen elektromagnetisches und Gravitationsfeld 
sowie die Weltlinien der Substanzelemente von der Deformation mitge- 
nommen werden. Jene Anderung besteht aus drei Summanden: denjenigen 
Anderungen, die durch die betreffende Variation des elektromagnetischen 
und des Gravitationsfeldes und der Substanzbahnen je fiir sich hervor- 
gebracht werden. Die beiden ersten Bestandteile sind o zufolge der 
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elektromagnetischen und der Gravitationsgesetze; also verschwindet auch 
der dritte Bestandteil, und es ergeben sich so die mechanischen Glei- 
chungen als eine Folge der beiden eben erwadhnten Gesetzesgruppen. 
Friihere Rechnungen rekapitulierend, kénnen wir diese Herleitung im 
einzelnen so bewerkstelligen: Aus den Gravitationsgesetzen folgen die 
Gleichungen (26) oder 


, IS Mas 
x ae Eg Pa coe 1d ER (CMs 
(28) uU; + u;M ey. Bae 2 : 
darin ist G? die Tensordichte der elektromagnetischen Feldenergie, 
U; —F “Bd ue ue 


und M die linke Seite der Kontinuitatsgleichung der Materie: 
i 0 (uz?) ; 


Zufolge der Maxwellschen Gleichungen ist in (28) die rechte Seite 
= p; = — 2,8" = (8? = on). 

Multipliziert man darauf (28) mit w? und summiert nach z, so kommt 
MM =; und somit sind wir bei der Kontinuitaétsgleichung der Materie 
und den mechanischen Gleichungen in ihrer gewdhnlichen Form angelangt. 

Ist jetzt der volle Uberblick dariiber gewonnen, wie sich die Ein- 
steinschen Gravitationsgesetze in das Gefiige der iibrigen physikalischen 
Gesetze einordnen, so bleibt uns zum SchluB noch die Aufgabe, den 
expliziten Ausdruck der [@]# zu berechnen®). Die virtuelle Anderung 


ae 
sr = 9 [=e 
ie 
der Komponenten des affinen Zusammenhangs ist, wie wir wissen (S. 102), 


ein Tensor. Benutzen wir an einer Stelle ein geoditisches Koordinaten- 
system, so ergibt sich aus der Formel fiir 2, [§ 17, (60)] ohne weiteres 


oy ty 


0Rwz = 
i ae Oxe ? 
oy, 
gh Vea ae ae Vie Vie 
OX, 
Setzen wir 
EDD Ae Fa Pe 
so ist also 
; dw” 
ie *ORx = a ) 


oder in einem beliebigen Koordinatensystem 


1 UV gue) 


OR = Ryde 
RO AE We rete 
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Bei der Integration fallt die Divergenz fort, und wir erhalten daher, weil 
nach Definition 


Of RV g dx = J [OF gn dx = —f[G]z dg dx 
sein soll und die &;z im Riemannschen Raum symmetrisch sind: 


(Giz = Ve (2 gezR — Ru) =i geR — irae 
[OF = LF R — KE. 


Die Gravitationsgleichungen aber lauten 


(29) | [ RF — sor — oF], 


Hierbei ist natiirlich (genau wie in den elektromagnetischen Glei- 
chungen iiber die Einheit der Ladung) iiber die Einheit der Masse in 
rationeller Weise verfiigt. Behalten wir die Einheiten des CG.S-Systems 
bei, so wird rechts eine universelle Konstante 87x als Faktor hinzuzu- 
fiigen sein. Es konnte von vornherein noch zweifelhaft sein, ob x positiv 
oder negativ ist, und ob nicht in den Gleichungen (29) die rechte Seite 
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen ist. x wird sich aber 
im nachsten Paragraphen auf Grund der Erfahrung, daf Massen sich 
anziehen und nicht abstoBen, in der Tat als positiv herausstellen. — 
Man beachte in mathematischer Hinsicht, daB de exakten Gravitations- 
gesetze nicht linear sind; wenn auch linear in den Ableitungen der Feld- 


ik : ahah! : Beers 
komponenten | i so doch nicht in diesen selbst. Verjiingen wir die 
ia 


Gleichungen (29), d.h. setzen & ==z und summieren nach z, so kommt 
— R= T = T; deshalb kann man fiir (29) auch schreiben 
(30) He — Te — 207 T. 

In der ersten Arbeit, in welcher Einstein, noch nicht geleitet vom 
Hamiltonschen Prinzip, die Gravitationsgleichungen aufstellte, fehlte rechts 
das Glied — 306%; erst hernach erkannte er, daB es durch den Energie- 
Impulssatz gefordert wird’). Der ganze hier dargestellte, vom Hamilton- 
schen Prinzip beherrschte Zusammenhang ist erst in weiteren Arbeiten 
von H. A. Lorentz, Hilbert, Einstein, Klein und dem Verf. zutage ge- 
treten °). 

Fiir das Folgende ist auch noch die Berechnung von @ erwiinscht. 
Um durch partielle Integration (Abspaltung einer Divergenz) 


[RVgdx in 2fGadx 


zu verwandeln, hat man zu setzen 
= 0 [zk ") a (28 ik) 0 —, 
ih Pie. ke = ik 
Vee See) Pele Uae 
Ste Ose Er ) = (GE tta\eno —, 
a4 sade ik bs ae 1 ik\ . 
Veg | | (Vee \) ra ee 


Orel + Ox, r 


Y_ 


218 Allgemeine Relativitatstheorie. 


also ist 


26=['| Vee) —[ Q vee) +(( AN} Avge 


4) 0X, 


Nach § 17 (57’), (57") sind aber die beiden ersten Glieder rechts, unter - 
Fortlassung des Faktors Vg, 


Se ee ile 
rs) (2 Sk) (42 GN (Gas: ps 
my ic ten IS 
al how S 2Rk\(rs 
Alli | he Not 
Mithin kommt schlieBlich 


I eecal ied) 


Damit haben wir die Grundlagen der Einsteinschen Gravitationstheorie 
entwickelt. Jetzt fragt es sich, ob die Erfahrung diese rein spekulativ 
gewonnene Theorie bestiitigt, vor allem, ob die Planetenbewegung aus ihr 
ebensogut (oder noch besser) wie aus dem Newtonschen Attraktions- 
gesetz erklirt werden kann. §§ 29—32 handeln von der Lésung der 
Gravitationsgleichungen; die Weiterfiihrung der allgemeinen Theorie wird 
erst im § 33 wieder aufgenommen. 


§ 29. Statisches Gravitationsfeld. Zusammenhang mit der 
Erfahrung. aa 


Um den Zusammenhang mit den am Planetensystem gewonnenen Er- 
fahrungen herzustellen, spezialisieren wir zunachst die Einsteinschen Gesetze 
auf den Fall des statischen Gravitationsfeldes’). Dieser ist dadurch 
charakterisiert, da bei Benutzung geeigneter Koordinaten die Welt sich 
in Raum und Zeit zerspaltet, daB also fiir die metrische Grundform 


ds* =f’ dt? — do", do” = >" yz dx; dxy 
i, kar 
gilt: 

Soo =S°s Soi Sin=0; Se=— yx (1,4 =1, 2, 3); 
und da8 dabei die auftretenden Koeffizienten f, Viz nur von den Raum- 
koordinaten x,x,x,, nicht von der Zeit ¢ == x, abhdngen. do? ist eine 
positiv-definite quadratische Differentialform, welche die Metrik des Raumes 
mit den Koordinaten x,%,x, bestimmt; f ist offenbar die Lichtgeschwin- 
digkeit. Das MaB ¢ der Zeit ist (nach Wahl der Zeiteinheit) durch die 
aufgestellten Forderungen vollstandig festgelegt, die Raumkoordinaten 
x,x,x, hingegen nur bis auf eine beliebige stetige Transformation dieser 
drei Koordinaten untereinander. Im statischen Fall liefert die Weltmetrik 
also auBer der Ma8bestimmung des Raumes noch ein Skalarfeld f im Raum. 
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Bezeichnen wir die auf die ternire Form do” beziiglichen Christoffel- 
schen Dreiindizes-Symbole durch einen angehingten * und durchlaufen 
die Indexbuchstaben 7, &, 7 bloB die Ziffern 1, 2, 3, so folgt aus der 


Definition leicht: 
(ee be tae 
Ta \ sateen ra] 


Darin sind 7; = As die kovarianten Komponenten des dreidimensionalen 
Xx; z 


Gradienten, f? = 7" fz die zugehérigen kontravarianten; V yf? = f’ sind 
die Komponenten einer kontravarianten Vektordichte im Raum. Fiir die 
Determinante 7. der yz gilt Vg = fVy. Setzen wir ferner 


% Se at Ons fe 
é Fe lace rl" dx dxx ano xy 
(auch der Summationsbuchstabe ~ durchlauft nur die drei Ziffern 1, 2,3) und 
of ee 
Apa (ap =V7-fi) 


so erhalten wir zwischen den Komponenten &:, und P;z des Kriim- 
mungstensors 2. Stufe, der zur quadratischen Fundamentalform ds* bzw, 
do” gehért, durch eine einfache Rechnung die Beziehungen: 


ik 
Riz = Pz — i ; 
Rig = Roi = 0; 
Af ino 
ie maif 0 = (Ro = Ff). 
Vy 
Fiir ruhende inkohdrente (nicht durch Spannungen aufeinander ein- 
witkende) Materie ist T3 = die einzige von o verschiedene Kompo- 
nente der tensoriellen Energiedichte; es ist daher auch T==w. Ruhende 
Materie erzeugt ein statisches Gravitationsfeld. Von den Gravitations- 


, ‘ Av oteees 
gleichungen (30) interessiert uns nur die (°) 7 siceiiefert ¢ 


(32) Af = Fu 
oder mit Hinzufiigung des konstanten Proportionalitdtsfaktors 87x: 
(32") Af Ait Kite. 


Nehmen wir an, dai ds* (bei geeigneter Wahl der Raumkoordinaten 
%,%,%,) unendlich wenig von 


(33) c? dt? — (dx; + dx; + dx;) 
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abweicht — dazu miissen die das Gravitationsfeld erzeugenden Massen 
unendlich schwach sein —, so ergibt sich, wenn wir 

: @ 

(34) f=e+ =. 


setzen (© unendlich klein): 

2 2 2 
a eee 
Bee ie Re 
und « ist das c-fache der Massendichte in den gewohnlichen Mafeinheiten. 
Tatsachlich trifft diese Annahme nach allen unsern geometrischen Erfah- 
rungen innerhalb des Planetensystems mit groBer Annaherung zu. 

Da die Massen der Planeten gegeniiber der felderzeugenden, als ruhend 
zu betrachtenden Sonnenmasse sehr klein sind, kénnen wir jene wie 
»Probekérper«, die in das Gravitationsfeld der Sonne eingebettet sind, 
behandeln. Die Bewegung eines jeden von ihnen ist dann (von den gegen- 
seitigen Stérungen abgesehen) durch eine geodatische Weltlinie in diesem 
statischen Gravitationsfeld gegeben. Sie geniigt als solche dem Variations- 
prinzip 


(10) 140 = 


== ZI wetL, 


Ofds =o, 
wobei die Enden des betreffenden Weltlinienstiicks fest Bushes Im sta- 
tischen Falle ergibt sich dafiir 


Of Vfi—vdt=o, 


y? =_ : ax; Ax, 
- (3) =a) Ts ob 


wo 


das Quadrat der Geschwindigkeit ist. Dies ist ein Variationsprinzip von 
derselben Form wie das der klassischen Mechanik; als »Lagrangesche 
Funktion« tritt 


ye sn 
auf. Machen wir die gleiche Anniéherung wie soeben und bedenken noch, 
daB bei unendlich schwachem Gravitationsfeld auch die auftretenden Ge- 
schwindigkeiten unendlich klein (gegeniiber c) sein werden, so ist 
VP—v=VeI+20— v= += (®— 30%), 


und da jetzt 


7=1 


ax; : 
v= > (2) a=yu 
gesetzt werden darf, ergibt sich 
iff: Sa— ol at = 0; 


d. h. der Planet von der Masse m bewegt sich nach den Gesetzen der 
klassischen Mechanik, wenn man annimmt, da8 eine Kraft mit dem 
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Potential #@ auf ihn einwirkt. Damit ist der vollstandige Anschlup an 
die Newtonsche Theorie erreicht: @ ist das Newtonsche Potential, das der 
Poissonschen Gleichung (10) geniigt, k = c¢?x die Newtonsche Gravi- 
tationskonstante. Fiir 877% ergibt sich aus dem bekannten numerischen 
Wert der Newtonschen Konstante k der Zahlwert 


87 5 
8% a E; Oa UOm Cintra. 


Die Abweichung der metrischen Fundamentalform von der »Eukli- 
dischen« (33) ist also immerhin so betrichtlich, daB sich die geodatischen 
Weltlinien in dem Mae, wie die Planetenbewegung es zeigt, von der 
geradlinig-gleichformigen Bewegung unterscheiden — obwohl die im Raume 
giiltige, auf do” beruhende Geometrie in den Abmessungen des Planeten- 
systems nur ganz unerheblich von der Euklidischen abweicht (die Winkel- 
summe in einem geodatischen Dreieck von diesen Abmessungen ist nur 
sehr wenig von 180° verschieden). Es liegt das vor allem daran, das 
der Radius der Erdbahn etwa 8 Lichtminuten betragt, die Dauer des Erd- 
umlaufs hingegen ein ganzes Jahr! 

Wir wollen die exakte Theorie der Bewegung eines Massenpunktes 
und der Lichtstrahlen im statischen Gravitationsfeld noch etwas weiter 
verfolgen*°). Die geodatischen Weltlinien kénnen nach § 17 durch die 
beiden Variationsprinzipe 
(35) Of V Ods =o oder JfQds=o 4 Ov gx seas 

‘ ase as 
gekennzeichnet werden. Das zweite setzt voraus, daB der Parameter s 
in geeigneter Weise gewahlt ist. Fiir die »Nullinien«, die der Bedingung 
Q =o geniigen und das Fortschreiten eines Lichtsignals angeben, kommt 
nur das zweite in Betracht. Die Variation muB so vorgenommen werden, 
da8 die Enden des betrachteten Weltlinienstiicks ungedindert bleiben. Unter- 
werfen wir nur x, = ¢ einer Variation, so ist im statischen Fall 


axe GR) Prins 
(36) af ods =[2s Gi bx|—2 <(r e) bx, d5. 


Also gilt 


aX, 
* —° = konst. 
a Fe onst 


Bleiben wir zundchst beim Fall des Lichtstrahls stehen, so kénnen wir, 


indem wir die Mafeinheit des Parameters s geeignet wahlen — bis auf 
eine willkiirliche Mafeinheit ist s durch das Variationsprinzip selbst 
normiert —, die rechts auftretende konst. == 1 machen. Nehmen wir 


jetzt die Variation allgemeiner so vor, da® wir die réumliche Bahnkurve 
des Strahles unter Festhaltung der Enden abandern, hinsichtlich der Zeit 
aber die Nebenbedingung, da8 fiir die Enden 0x, =o sein soll, fallen 
lassen, so lautet das Prinzip, wie aus (36) hervorgeht, 


OfOds = 2[d4 = 26fadt. 
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Wird die variierte Bahn insbesondere gleichfalls wie die urspriingliche mit 
Te es a durchlaufen, so gilt auch fiir die variierte Weltlinie 
GO) =O). BES [FUL 

und wir erhalten dann 


f do 
. sfir= af = 


Durch diese Gleichung wird nur die raéumliche Lage des Lichtstrahls fest- 
gelegt; sie ist nichts anderes als das Fermatsche Prinzip der raschesten 
Ankunft. Yn der letzten Formulierung ist die Zeit ganz eliminiert; sie 
gilt fiir ein beliebiges Stiick der Bahn des Lichtstrahls, wenn dieses im 
Raum irgendwie unter Festhaltung seiner Enden unendlich wenig ver- 
lagert wird. 

Benutzt man fiir ein statisches Gravitationsfeld irgendwelche Raum- 
koordinaten x,x,x,, so kann man sich zur graphischen Darstellung eines 
Euklidischen Bildraums bedienen, indem man den Punkt mit den Koordi- 
naten x,x,x, durch einen Bildpunkt mit den Cartesischen Koordinaten 
¥,H_%, ZU Darstellung bringt. Trégt man in diesen Bildraum den Ort 
zweier ruhender Sterne S,, S, und eines ruhenden Beobachters & ein, 
so ist der Winkel, unter welchem die Sterne dem Beobachter erscheinen, 
nicht gleich dem Winkel der geraden Verbindungslinien BS,, BS,, 
sondern man mufB & mit S,, S, durch die aus (37) sich ergebenden 
gekriimmten Linien kiirzester Ankunft verbinden und den Winkel, den 
diese in # miteinander bilden, durch eine weitere Hilfskonstruktion vom 
Euklidischen Mafi auf das durch die metrische Grundform do* bestimmte 
Riemannsche Maf [vgl. § 11, Formel (15)| transformieren. Die so be- 
rechneten Winkel sind es, welche die anschaulich erfaBte Lage der Gestirne 
zueinander bestimmen, sie sind es, die an dem Teilkreis des Beobachtungs- 
instrumentes abgelesen werden. Wahrend #8, S,, S, wunverriickt. ihre 
Stelle im Raum behalten, kann dieser —<J S, BS, sich andern, wenn 
groBe Massen in die Nahe des Strahlengangs gelangen. In dem erorter- 
ten Sinne ist die Behauptung zu verstehen, daB durch das Gravitations- 
feld die Lichtstrahlen gekriimmt werden. Doch sind die Strahlen nicht, 
wie wir in § 12 zu vorldufiger Orientierung angenommen hatten, geodatische 
Linien in dem Raum mit der metrischen Grundform do’, sie machen 
nicht das Integral i do, sondern das Integral 


ee 
ip 
zum Extremum. Die Kriimmung der Lichtstrahlen findet insbesondere in 
dem Gravitationsfeld der Sonne statt. Legen wir der graphischen Dar- 


stellung Koordinaten «,x,«, zugrunde, fiir welche im Unendlichen die 
Euklidische Formel 


do” = dxi + dx2 + dx; 
gilt, so ergibt die numerische Rechnung fiir einen unmittelbar an der 
Sonne voriibergehenden Lichtstrahl eine Ablenkung yon 1/74 (siehe § 31). 
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Das bedeutet eine durchaus mef bare Verriickung des Orts von Fixsternen, 
die in nachster Nahe der Sonne stehen. Solche Sternorte kénnen natiir- 
lich nur wahrend einer totalen Sonnenfinsternis beobachtet werden. Die 
in Betracht kommenden Sterne miissen hinreichend hell sein, méglichst 
zahlreich, so nahe an der Sonne, daf§ der Effekt einen merklichen Betrag 
besitzt und doch weit genug vom Sonnenrand entfernt, um nicht von 
der Korona iiberstrahlt zu werden. Der giinstigste Tag dafiir ist der 
29. Mai; und ein gliicklicher Zufall wollte es, daB am 29. Mai 1919 eine 
totale Sonnenfinsternis stattfand. Zwei englische Expeditionen wurden in 
die ‘otalitatszone zur Feststellung der Einsteinschen Strahlenablenkung 
entsandt, die eine nach Sobral in Nordbrasilien, die andere nach der 
Insel Principe im Golf von Guinea. Die Erscheinung in der voraus- 
gesagten Grd6Be wurde bestatigt; die endgiiltigen MefSresultate ergaben fiir 
Sobral 1-98 + 0.12, flir Principe 1/61 = 0.307"). 

Ein anderer, durch die Einsteinsche Gravitationstheorie geforderter 
optischer Effekt im statischen Feld, der unter giinstigen Umstinden viel- 
leicht gerade noch der Beobachtung zuginglich ist, beruht auf dem an 
einer festen Raumstelle zwischen der kosmischen Zeit d¢ und der Eigen- 
zeit ds bestehenden Zusammenhang 


as == fat. 


Sind zwei ruhende Natriumatome objektiv eimander gleich, so mu8 der 
Vorgang in ihnen, der zu den optischen Wellen der D-Linie AnlaB gibt, 
in beiden die gleiche Frequenz, gemessen in Lzgenzeit, besitzen. Zwischen 
den Frequenzen v,, 7, in kosmischer Zeit besteht daher, wenn / an den 
betreffenden Stellen, an denen sich die Atome befinden, die Werte f7,, f, 
hat, der Zusammenhang 
Ue Ue 
Jans 

Die von einem Atom ausgehenden Lichtwellen haben aber natiirlich in 
dem ganzen Raum, in osmischer Zeit gemessen, tiberall die gleiche Fre- 
quenz (denn in einem statischen metrischen Felde haben die Maxwellschen 
Gleichungen eine Lésung, fiir welche die Abhangigkeit von der Zeit durch 
den Ausdruck ¢'? mit einer beliebigen onstanten Frequenz v gegeben 
wird). Indem man also das Licht der Natrium--Linie, das von einem 
Stern groBer Masse herkommt, mit dem von einer irdischen ausgesandten 
in demselben Spektroskop vergleicht, mu jene Linie gegeniiber dieser 
eine kleine Verschiebung nach dem Rot hin zeigen, da f in der Nahe 
groBer Massen einen etwas kleineren Wert besitzt als fern von ihnen. 
Das Verhiltnis, in welchem die Frequenz herabgedriickt wird, hat nach 
unserer Niherungsformel (34) in der Entfernung 7 von einer Masse m, 


Ws An der Oberfliche der Sonne macht das ftir eine 


den Wert 1 — 


Linie im Blau von der Wellenlinge 4000 A eine Verschiebung um 
0.008 A aus. Das liegt an der Grenze des Beobachtbaren; es kommen 
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== 


hinzu: die Vermischung mit dem Dopplereffekt, die Unsicherheit des 
irdischen Vergleichsmaterials und gewisse unregelmaBig schwankende Ver- 
schiebungen der Sonnenlinien, deren. Ursachen nur teilweise aufgeklart sind; 
endlich die gegenseitige Storung der dicht gedrangten Sonnenlinien durch 
Uberlagerung ihrer Intensitdten (wodurch unter Umstainden zwei Linien 
zu einer einzigen, mit einem einzigen Intensititsmaximum, verschmelzen 
konnen), Beriicksichtigt man dies, so scheint das vorliegende Beobach- 
tungsmaterial‘’) eine Rotverschiebung von dem angegebenen Betrage im 
ganzen zu bestitigen. Aber die Frage kann noch nicht als vollstandig 
abgeklart gelten. 

Eine dritte Moglichkeit der Kontrolle durch die Erfahrung ist diese. 
Nach Einstein ist die Newtonsche Planetentheorie nur eine erste An- 
niherung; es fragt sich, ob die Abweichungen der strengen Einsteinschen 
Theorie von dieser groB genug sind, um einen mit unsern heutigen Hilfs- 
mitteln wahrnehmbaren Einflu8 hervorzubringen. Offenbar werden in dieser 
Hinsicht die Chancen fiir den sonnenndchsten Planeten, den Merkur, am 
giinstigsten liegen. In der Tat hat Einstein, indem er die Approximation 
einen Schritt weiter fortsetzte, und Schwarzschild*’), indem er in aller 
Strenge das von einer ruhenden Masse erzeugte kugelsymmetrische Gravi- 
tationsfeld und die Bahnkurve eines Massenpunktes von unendlichkleiner 
Masse in diesem Felde bestimmte, gefunden, daf die Bahnellipse des 
Merkur (auBer den von den iibrigen Planeten hervorgebrachten Stérungen) 
in Richtung der Bahnbewegung eine langsame Drehung erfahren mup, 
welche pro Jahrhundert 43" ausmacht. Seit Leverrier ist ein Betrag 
von dieser Grofe in den sakularen St6rungen des Merkurperihels bekannt, 
der durch die Stérungstheorie nicht erklaért werden konnte; es wurden 
die mannigfachsten Hypothesen ersonnen, um diese Diskrepanz zwischen 
Theorie und Beobachtung zu beseitigen**). — Auf die von Schwarz- 
schild angegebene strenge Losung kommen wir im iibernachsten Para-_ 
graphen zuriick. 

Wir sehen: so radikal die Umwalzung ist, welche die Einsteinsche 
Gravitationstheorie fiir unsere Vorstellungen von Raum und Zeit bedeutet, 
so winzig sind die tatsichlichen Abweichungen, welche sie fiir die be- 
obachtbaren Erscheinungen mit sich bringt. Die meBbaren unter ihnen 
haben sich bisher bestitigt. Ihre eigentliche Stiitze findet aber die Theorie 
zweifellos weniger in der Erfahrung als in ihrer eigenen inneren Folge- 
tichtigkeit, durch welche sie der klassischen Mechanik ganz erheblich 
tiberlegen ist, und darin, da® sie in einer die Vernunft aufs héchste be- 
friedigenden Weise das Ratsel der Relativitat der Bewegung und der Gra- 
vitation auf einen Schlag lost. 

: Nach der gleichen Methode wie fiir den Lichtstrahl kénnen wir auch 
tve betreffendes Minimalprinzip, das dem Fermat- 


schen der kiirzesten Ankunft entspricht, aufstellen. Ist der Parameter s 
die Eigenzeit, so wird 


§ 30. Gravitationswellen. 225 


at I 

8) = 1, und /*— = konst. = — 

ist das Energieintegral. Jetzt benutzen wir das erste der beiden Variations- 

prinzipe (35) und verallgemeinern es wie oben in der Weise, daB wir die 

raumliche Bahnkurve unter Festhaltung ihrer Enden, x, = ¢ aber ganz 
beliebig variieren. Es lautet dann 


(39) of) Ods = E oz = ofS 


Um die Eigenzeit zu eliminieren, dividieren wir die erste der Gleichungen 
(38) durch die ins Quadrat erhobene zweite: es kommt 
if 2 a6 5 m awe 

] —— ee | Pe AG ee Z2o= 
(40) fe \F () | £ ) 0 vi VUdt, 
wo 

I 

U = —; — E”. 

i 
(40) liefert das Geschwindigkeitsgesetz, nach welchem der Massenpunkt 
seine Bahn durchmift. Variieren wir insbesondere so, da’ auch die 
variierte Bahnkurve nach dem gleichen Gesetz mit der gleichen Konstante 
£& durchlaufen wird, so folgt aus (39): 


ey BLAS eee (aon? vue 
sft —of Vr — (7) dt=—<df Efdt, d.i. 
Off? Udt =o 


oder schlieBlich, indem wir d¢ durch das raumliche Bogenelement do 
ausdriicken und so die Zeit ganz eliminieren: 


0 f VUdo =o. 
Nachdem hieraus die Bahnkurve des Massenpunktes ermittelt ist, ergibt 
sich der zeitliche Ablauf der in dieser Bahnkurve vonstatten gehenden 
Bewegung aus (40): 
ao 
i — 
fi VU 


Fiir E =o kommen wir auf die Gesetze des Lichtstrahls zuriick. 
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Es ist Einstein gelungen’’), unter der Voraussetzung, da das er- 
zeugende Energiefeld $F unendlich schwach ist, die Gravitationsgleichungen 
allgemein zu integrieren. Die gz werden unter diesen Umstadnden bei 
geeigneter Wahl der Koordinaten sich von konstanten Werten Sie nur 
um unendlichkleine Betrige y:z unterscheiden. Wir betrachten dann die 
Welt als eine »Euklidische« mit der metrischen Fundamentalform 


ce) 
(41) Lik AX; AXp 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 15 
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ES 
und 7; als die Komponenten eines symmetrischen Tensorfeldes 2. Stufe 
in dieser Welt. Die im folgenden auszufiihrenden Operationen sind immer 
solche, denen die metrische Fundamentalform (41) zugrunde liegt; wir be- 
finden uns augenblicklich wieder auf dem Boden der speziellen Relativitats- 
theorie. Das Koordinatensystem denken wir uns als ein »normales« ge- 


wahlt, so daB giz = 0 ist fiir 7 + 2 und 


ce} fo} o fe} 
pe iS hey Pay Sg I. 
x, ist die Zeit, x,x,x, sind Cartesische Raumkoordinaten; die Licht- 
geschwindigkeit ist == 1 genommen. 
Wir fiihren die GréBen 
yi yi — 7h (y= 37) 


ein und behaupten zundchst, daB es keine Einschrankung enthalt, anzu- 
nehmen, es sei 
k 
OW 


(42) en — 


Ist dies ndmlich nicht von vornherein der Fall, so k6nnen wir das ge- 
wahlte Koordinatensystem unendlich wenig so abindern, daB (42) besteht. 
Die zum neuen Koordinatensystem x hiniiberfiihrenden Transformations- 
formeln 
Xi Xe ae sie e xX, Xy 25) 

enthalten die unbekannten Funktionen &, welche unendlichklein der gleichen 
GréBenordnung sind wie die y. Wir bekommen neue Koeffizienten 2;z, 
fiir die nach friiheren Formeln ; 


= 57 oe de; 
or, = 1K a= oie = OSik va 
&iz (x) &iz(x) Sir hp | Oe To == ei Eat 
ist, also hier 
. — £ Votes 0g; 0&; = 0g = 
Vie (x) — Yiz(x) = er ss (x) — 7(x) = yo 
und es kommt 
dye dF Mz ly oy OE 
dxe Ox, V Se dx;’ dar) Ox) ONE 


Dabei bedeutet 7 fiir eine beliebige Funktion / den Differentialoperator: 
On (orn fi Weir ile fea tiles oie whiey 
—— ke = _ = . 
VS Ox; (F "Ee = a ox; ay val 
Die gewtinschte Bedingung wird also im neuen Koordinatensystem reali- 
siert sein, wenn man die & aus den Gleichungen 
k 


Ane 


Ox, 
bestimmt, die sich durch retardierte Potentiale lésen lassen (vgl. Kap. TI, 


S. 148). Dadurch ist dann das Koordinatensystem, wenn man die 
linearen Lorentz-Transformationen frei gibt, nicht nur bis auf Unendlich- 
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euke_Na3N3{(07ReNa0eaypo0annao)o*#e"=a 
kleines 1., sondern sogar 2. Ordnung genau festgelegt; es ist sehr be- 
merkenswert, daB eine solche invariante Normierung méglich ist. 

Jetzt berechnen wir die Kriimmungskomponenten #,z; da die Feld- 


(iz 


groBen ( unendlichklein sind, kommt hier bei Beschrinkung auf die 


Ra = te = = ee 


Gheder 1. Ordnung: 


Ks ist 


x. 
ey 
I 
NH 


OVir , Ver OV 
ke ox; — 72), also 
fA) (R0F 4 Bhp d1a) 


r Ox; ax; OX 


oye dy 
Ox, OX; 
heranziehen: 
d {2k oy : 
dx, (| rine: betes 
Ebenso kommt 
cs i a Oe, 
Oxze Lr Ox 0x, 
Das Resultat ist 
Riz = — 3V Viz - 
Infolgedessen gilt R = —[/y und 
Ri — 307 R= — 37 Wi. 
Die Gravitationsgleichungen aber lauten 
5 k k 
(43) io Cae rina 


die sich sofort durch retardierte Potentiale integrieren lassen (vgl. S. 148; 
wir gebrauchen hier dieselben Bezeichnungen): 


je 
ae Tit —7) 
We — i ers QV. 


Jede Anderung der Materieverteilung bringt demnach eine Gravitations- 
wirkung hervor, die sich im Raum mit Lichtgeschwindigket ausbrectet. 
Schwingende Massen erzeugen Gravitationswellen. Freilich kommen in 
der von uns zu iiberblickenden Natur nirgendwo so starke Massen- 
schwingungen vor, da die daraus resultierenden Gravitationswellen der 
Beobachtung zuginglich sind. 

Die Gleichungen (43) entsprechen vollsténdig den elektromagnetischen 

VW gy =, 


rit 
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und wie die Potentiale g’ des elektrischen Feldes der Nebenbedingung 


9 gy == o zu geniigen haben, weil der Strom s* diese Beziehung erfiillt: 
Ox; 


Oy 
Mx” 


Dp 
so waren hier die Nebenbedingungen (42) fiir das System der Gravitations- 
potentiale w* einzufiihren, weil sie fiir den Materietensor bestehen: 


WE 
eke Bases 
OX, 


Im wmateriefreien Raum k6nnen sich ebene Gravitationswellen fort- 
pflanzen; diese erhalten wir durch den analogen Ansatz wie in der Optik: 


wr cm ae 4 e(Go%o +G¢rx1+agt%e +03 4%3)V—r, 
Die a7 und a; sind Konstante; die letzteren geniigen der Bedingung 
o;0? =o. &, =v ist die Frequenz der Schwingung, @, x, -- @,%,+ 0,%, = ous 
sind die Ebenen konstanter Phase. Die Differentialgleichungen [7 W; = 0 
sind identisch erfiillt, die Nebenbedingungen (42) verlangen 

k 

(44) VEO) IS 
Ist die x,-Achse die Fortschreitungsrichtung der Welle, so haben wir 

Ch, == 0, SS Oy eC aa 
und die Gleichungen (44) besagen 
(45) Gi 10a et OCCU Ga ae 


Es geniigt demnach, den Raumteil des konstanten symmetrischen Tensors a: 


a, Do a3 
ox Qo 5 
| O33 a3 G3 | 


anzugeben, da die @ mit einem Index o nach (45) sich aus diesem be- 
stimmen; der Raumteil aber unterliegt keiner Einschrinkung. Er spaltet 
seinerseits nach der Fortschreitungsrichtung der Welle in drei Summanden: 


ome Thy iS Now naa. * | 0 ° 

Oo 0 0 l-F ig, =O Or ilto. a2) ns | 

fo) | 
0 oO G.5O =O CER, al 


Die Tensorschwingung lat sich demnach in drei voneinander unabhingige 
Bestandteile zerspalten: eine longitudinal-longitudinale, eine longitudinal- 
transversale und eine transversal-transversale Welle. 

Von der naherungsweisen Integration der Gravitationsgleichungen hat 
H. Thirring zwei interessante Anwendungen gemacht*). Er hat mit ihrer: 
Hilfe den Einflu8 der Rotation einer groBen schweren Hohlkugel auf die 
Bewegung von Massenpunkten in der Nahe des Kugelmittelpunktes unter- 
sucht und dabei, wie zu erwarten war, eine Kraftwirkung von der gleichen 
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Art wie die Zentrifugalkraft festgestellt. Daneben tritt aber noch eine 
Kraft auf, die nach dem gleichen Gesetz den Kérper in die Aquator- 
ebene der Rotation hineinzuziehen sucht, wie die Zentrifugalkraft ihn von 
der Achse zu entfernen strebt. Zweitens hat er (zusammen mit J. Lense) 
den Einflu8 der Eigenrotation der Zentralkérper auf ihre Planeten bzw. 
Monde studiert; fiir den 5. Jupitermond erreicht die durch die Rotation 
des Jupiter hervorgerufene Stérung einen solchen Betrag, daf vielleicht 
ein Vergleich mit der Beobachtung méglich ist. 

Nachdem wir in §§ 29, 30 uns mit der ndherungsweisen Integration 
der Gravitationsgleichungen beschdftigt haben, die durch Beschrankung 
auf die linearen Glieder zustande kommen, wollen wir jetzt versuchen, 
strenge Losungen zu ermitteln; dabei fassen wir aber nur die Gravitations- 
statik ins Auge. 


§ 31. Strenge Lésung des Einkérperproblems”’). 


Fiir ein statisches Gravitationsfeld ist 

ds ==ea oe 0, 
wo @o” eine positiv-definite quadratische Form der drei Raumvariablen 
X,%,%, ist; [die Lichtgeschwindigkeit / hangt gleichfalls nur von diesen 
ab. Das Feld ist kugelsymmetrisch, wenn bei geeigneter Wahl der Raum- 
koordinaten # und do” invariant sind gegeniiber linearer orthogonaler 
Transformation derselben. Damit dies der Fall ist, muB / eine Funktion 
der Entfernung 

p—V82 + x, + x; 
vom Zentrum sein, @o”° aber besitzt notwendig die Gestalt 
(46) UNDE: nes GIG: | Nee ee care OB Gila gs Gam reer lla 
worin A und 7 gleichfalls Funktionen von ¢ allein bedeuten. Ohne dai 
diese Normalform zerst6rt wird, kann man die Raumkoordinaten noch 
einer Transformation unterwerfen, die darin besteht, daB man x,, x,, x, 
ersetzt durch tx,, tx,, tx, mit einem Proportionalitatsfaktor ¢, der eine 
willkiirliche Funktion der Entfernung ~ ist. Indem man iiber ihn ge- 


eignet verfiigt, kann man offenbar erreichen, da’ 4 = 1 wird; dies sei 
geschehen. Wir haben dann also mit den Bezeichnungen von § 29 
Vik = — £2 = O7* + L- xsx% (4, R=, 2, 3). 


Wir wollen jetzt dieses kugelsymmetrische Feld so bestimmen, da’ 
es den homogenen Gravitationsgleichungen geniigt, welche dort gelten, wo 
keine Materie vorhanden ist, d. h. wo die Energiedichte &? verschwindet. 
Jene Gleichungen sind zusammengefaBt in dem Variationsprinzip 


0fGdx = o. 


Das Gravitationsfeld, das wir finden, ist das von ruhenden Massen er- 
seugte, die Rkugelsymmetrisch um eim Zentrum verteit sind. Bedeutet der 
Akzent Ableitung nach 7, so bekommen wir 
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GréBe m, als felderseugende Masse auftritt; wir nennen m den Gravi- 
tationsradius der die Feldstorung verursachenden Materie. Da 47m der 
Flu8 der raumlichen Vektordichte f* durch eine beliebige, die Massen um- 
schlieBende Kugel ist, ergibt sich fiir inkoharente Materie aus (32’): 


Me Shee dx, @x, . 


Da f? nicht negativ werden kann, zeigt sich iibrigens, da bei Verwen- 
dung der hier eingefiihrten Koordinaten fiir das von Materie freie Raum- 
gebiet iiberall ~ >> 2 m sein muB. Weitere Aufklirung dariiber gibt der 
n § 32 durchzufiihrende besondere Fall der Fiiissigkeitskugel, wo wir 
das Gravitationsfeld auch innerhalb der Masse bestimmen werden. Die 
gefundene Losung diirfen wir fiir ‘das Schwerefeld der Sonne auferhalb 
derselben benutzen, wenn wir die Einwirkung der Planeten und der fernen 
Fixsterne vernachlassigen. ‘Der Gravitationsradius fiir die Sonnenmasse 
mift ungeféhr 1,47 km, fiir die Erde betragt er nur 5 mm. 

Die Bewegung eines Planeten (dessen Masse wir unendlichklein gegen- 
iiber der Sonnenmasse annehmen) wird durch eine geoditische Weltlinie 
dargestellt. Von deren vier Gleichungen 


ap ice ea ax, &x3 
ds? La SMS 
liefert die dem Index z = entsprechende im statischen Gravitationsfeld, 


wie wir oben sahen, das Energieintegral 


ax 
2! c= (OME. 
y ds oe 


(“ay (2) 


ya EE ! (2) | = konst. 


Die den Indizes 7 == 1, 2, 3 entsprechenden Gleichungen liefern fiir ein 
kugelsymmetrisches Feld, wie die hingeschriebenen Werte der Dretindizes- 
Symbole ohne weiteres prcennen lassen, die Proportion 
a Lon ano aes 
TS IS IS 


und daraus in bekannter Weise die drei Gleichungen, welche den Flaichen- 
satz enthalten: 


oder da 


= X,+%, 3%, 


ax, ax 
’ a ee 
ds ads 
Gegeniiber der Newtonschen Theorie besteht hinsichtlich dieses Satzes nur 
der Unterschied, daB nicht nach der kosmischen Zeit, sondern der Eigen- 


zeit.s des Section differentiiert werden muf&. Weren des Flachensatzes 


eye eo es te hy) Be 


== KOnSt. 
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erfolgt die Bewegung in einer Ebene, die wir zur Koordinatenebene x, == 0 
wahlen kénnen. Fiihren wir in ihr Polarkoordinaten ein: 

ce COS es X, =r sing, 
so lautet das Flachenintegral 


a 
(47) r ae == longing = 0, 
ds 


Fiir das Energieintegral aber kommt, da 
Ate Ak atone ap.) xed. - a deer dry, 
do* = (dr* +r? dp’) + Urdr)* = h? dr? +r? dp” ist: 


A PN aE Z Ne any 
a [ra (Fz) +7 (ZB) | = woos 
Da fA = 1 ist, folgt durch Einsetzen des Wertes von /* 


2m QIN« ap\* 
8 aa ee —— 2m\(—-| —= — FE = konst. 
(48) . te (=) + r(x — 2m) (=) E onst 
Diese Gleichung zeigt gegeniiber der Energiegleichung in der Newtonschen 
Theorie nur den einen Unterschied, daB im letzten Gliede links der eine 
Faktor ~ durch 7 — 2m ersetzt ist. 

Die weitere Behandlung geschieht genau wie in der Newtonschen 


ay 


Theorie. Wir setzen Fs 2 (47) in (48) ein: 


ds r rs : 


(F)= adi a b?(r — 2m) 


: ; I 
oder statt ~ die reziproke Entfernung @ = — benutzend, 
- 


ae ‘ ie 2/ ) 
——— ——s Wy Ss [ies L —s 
aes 271 0 E g-(1 2710). 


Wollen wir die Planetenbahn ermitteln, so eliminieren wir die Eigenzeit, 
indem wir diese Gleichung durch die quadrierte Gleichung (47) dividieren: 
do\* 2m E ! é 
alee Comes 2 0 + 20°. 

In der Newtonschen Theorie fehlt das letzte Glied rechts. Fiir die 
numerischen Verhialtnisse, die bei einem Planeten vorliegen, hat das 
Polynom 3. Grades in @ auf der rechten Seite drei positive Wurzeln 

02 > 0." 0, tind istValso 
== 2m(2, — @)(2, — @)(@ — 2); 
@ bewegt sich zwischen g, und g,. Die Wurzel g, ist sehr gro® gegen- 


SI S2° 


iiber den beiden andern. Wir setzen wie in der Newtonschen Theorie 


: =a(t+e) 


-==a{1 — ¢), 


@; 


49 
ae 
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GroBe m, als felderzeugende Masse auftritt; wir nennen ™ den Gravi- 
tationsradius der die Feldstérung verursachenden Materie. Da 47m der 
Flu8 der riumlichen Vektordichte f? durch eine beliebige, die Massen um- 
schlieBende Kugel ist, ergibt sich fiir inkohdrente Materie aus (327): 


> 
Wir =| Rs ESO, ax, é 


Da /f? nicht negativ werden kann, zeigt sich tibrigens, daf bei Verwen- 
dung der hier eingefiihrten Koordinaten fiir das von Materie freie Raum- 
gebiet iiberall y >> 2 m sein muB. Weitere Aufklarung dariiber gibt der 
in § 32 durchzufiihrende besondere Fall der Filiissigkeitskugel, wo wir 
das Gravitationsfeld auch innerhalb der Masse bestimmen werden. Die 
gefundene Lésung diirfen wir fiir ‘das Schwerefeld der Sonne auferhalb 
derselben benutzen, wenn wir die Einwirkung der Planeten und der fernen 
Fixsterne vernachlassigen. ‘Der Gravitationsradius fiir die Sonnenmasse 
mift ungefahr 1,47 km, fiir die Erde betragt er nur 5 mm. 

Die Bewegung eines Planeten (dessen Masse wir unendlichklein gegen- 
iiber der Sonnenmasse annehmen) wird durch eine geoditische Weltlinie 


dargestellt. Von deren vier Gleichungen 
LBP fe BXq aXR 
ee as as 


liefert die dem Index z = entsprechende im statischen Gravitationsfeld, 
wie wir oben sahen, das Energieintegral 


Z 


2 IX, 
as 


(a) =- +(e 


Fleet (2) ere 
{ = =k : 
: as KONS 

Die den Indizes 7 = 1, 2, 3 entsprechenden Gleichungen liefern fiir ein 
kugelsymmetrisches Feld, wie die hingeschriebenen Werte der Dreiindizes- 
Symbole ohne weiteres erkennen lassen, die Proportion 


Dice Uden wn” 
TEE BG = 


und daraus in bekannter Weise die drei Gleichungen, welche den Flichen- 
satz enthalten: 


——=KOnSts 


op 


oder da 


x: 


1°74: 3 


ax, ay, 
j ‘ds? ds 
Gegeniiber der Newtonschen Theorie besteht hinsichtlich dieses Satzes nur 
der Unterschied, daB nicht nach der kosmischen Zeit, sondern der Eigen- 


zeit .s des Planeten differentiiert werden muf. Wegen des Flachensatzes 


Oe OCR) Deter h fot tech 


= konst. 
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ertolgt die Bewegung in einer Ebene, die wir zur Koordinatenebene x, = 
wahlen kénnen. Fiihren wir in ihr Polarkoordinaten ein: 


x, =P COS, x, = rsing, 
so lautet das Flachenintegral 


a 
(47) Pe bonis Fe 
ds 


Fiir das Energieintegral aber kommt, da 
axe aa, == dro ap, © x. dx: wang 7dr, 
do* = (dr* +-r* dp’) +- Urdr)* = h?dr? + 7? dp” ist: 


f? | pf? (=) + ? (<2) } ==) KONSE. 


Da fA = 1 ist, folgt durch Einsetzen des Wertes von /* 


(48) 


Diese Gleichung zeigt gegeniiber der Energiegleichung in der Newtonschen 
Theorie nur den einen Unterschied, da8 im letzten Gliede links der eine 
Faktor ~ durch r — 2m ersetzt ist. 

Die weitere Behandlung geschieht genau wie in der Newtonschen 


Theorie. Wir setzen <e aus (47) in (48) ein: 
de\*\ 2m b? (7 — 2m) 
Si) aay et, la 
a r 3 j 
oder statt ~ die reziproke Entfernung @ = a benutzend, 
B 


a 2 
Lane == 2moe — E — b*07(1 — 2m). 
Wollen wir die Planetenbahn ermitteln, so eliminieren wir die Eigenzeit, 
indem wir diese Gleichung durch die quadrierte Gleichung (47) dividieren: 
do\’ 1é; 

(ig) oe eae 

In der Newtonschen Theorie fehlt das letzte Glied rechts. Fiir die 
numerischen Verhialtnisse, die bei einem Planeten vorliegen, hat das 
Polynom 3. Grades in @ auf der rechten Seite drei positive Wurzeln 


G2 = 0, 0, tnd visthalso 

= 2m(0, — 0)(0; — @)(@ — @,) 3 
o bewegt sich zwischen 9, und e,. Die Wurzel g, ist sehr gro® gegen- 
iiber den beiden andern. Wir setzen wie in der Newtonschen Theorie 


: = a(t +e) 


ee eT 40) 


Gx 


41> 
© [x 
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und nennen @ die halbe groBe Achse und e die Exzentrizitit; dann ist 
O — ery 
Sr =f Q2 a(t as e*) 


Vergleichen wir die Koeffizienten von @* miteinander, so kommt 


I 
05-1 0: 1G, See 


2% 


g driickt sich durch g mittels eines elliptischen Integrals 1. Gattung aus, 
daher ist @ umgekehrt eine elliptische Funktion von ~. Die Bewegung 
hat genau den gleichen Typus wie die des sphdrischen Pendels. Um ein- 
fache Naherungsformeln zu finden, machen wir die gleiche Substitution, 
wie sie zur Bestimmung der Keplerschen Bahnellipse in der Newtonschen 
Theorie benutzt wird: 


— 2b 0050. 


Dann ist 


(49) Q= == 
Pca eee _ & —fs cos) 


Das: Perihel “ist” charakterisiert durch’ die "Werle, @ ==10.m 2704.) sen 
Zuwachs des Azimuts @ fiir einen vollen Umlauf von Perihel zu Perihel 
wird also durch das obige Integral, genommen in den Grenzen von o 
bis 27¢, geliefert. Mit bei weitem ausreichender Genauigkeit ist er 


= 216 
View G2es 
Wir finden aber 
shag A Dg hah en) OE 3 
A 2 (Qo aE QO; ia 0.) AO =i 0.) SA a(1 ms e*) 
Infolgedessen ist jener Zuwachs 
= ene ~ 27 \: + aA 
V 6m a(t — e’) 
I — —_ 
a(t — e”) 
und das Vorriicken des Perihels pro Bahnumlauf 
_. 61m 
a(t — e?) 


m, der Gravitationsradius der Sonne, kann nach dem dritten Keplerschen 
Gesetz noch durch die Umlaufszeit Z des Planeten und die halbe groBe 
Achse @ ausgedriickt werden: 

Avoca” 

aT 
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Einen mit den feinen astronomischen Beobachtungsmitteln sicher kon- 
statierbaren Betrag erreicht dieses Vorriicken des Perihels nur fiir den 
sonnennachsten Planeten, den Merkur*®). 


Die Formel (49) ergibt auch die Ablenkung «@ eines Lichtstrahls. Ist 
1 ; : : 
Gye = ++ « derjenige Winkel 0, fiir welchen 9 = 0 ist, so ist der Wert 


des von — 9, bis + 9, zu erstreckenden Integrals = «2 -+ c. Dabei 
ist jetzt 


I ee 
27(0.— 0) (0: — @)(@ — Os) = 5a — O° 20%. 


ct : I a é 
@ variiert zwischen o und 0,; —-== 7, ist der Abstand, bis zu welchem 
g 


sich der Lichtstrahl dem Massenzentrum O nihert, 2 der Abstand der 
beiden Asymptoten des Lichtstrahls von O (denn bei einer beliebigen 


Kurve wird dieser Abstand gegeben durch den Wert von a fin 0 =O) 


Es ist genau 


2m(e,+0,+e,) =1; 


We A : : : i 
wenn — ein kleiner Bruch ist, gilt ferner in erster Annaherung 


b 2 


++ 40 
c= f(s Bee cos 0 0 oe also. | @ === | 
A b b b 


Berechnet man die Bahn des Lichtstrahls nach der Newtonschen Theorie 
unter Beriicksichtigung der Schwere des Lichts, némlich als die Bahn 
eines K6rpers, der im Unendlichen die Lichtgeschwindigkeit ¢ besitzt, so 
erhaélt man, wenn 


WM We 7 MM ; Tite 
WO. 2H == = ; —(e,+o,) = aed [ac] 6 = — 4 


2m ys 


+ Ge — 0° = (a. — ele — @,) 


gesetzt wird (0, >> 0, 0, < 0) und 


cos6, = Or TF Oo 
Q; — Q2 
t +a = 20,, awe 


Das Newtonsche Attraktionsgesetz liefert demnach nur eine halb so grobe 
Ablenkung wie das Einsteinsche. Die Beobachtungen von Sobral und 
Principe ‘entscheiden die Frage deutlich zugunsten von Einstein gegen 
Newton *”). 
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§ 32. Weitere strenge Lésungen des statischen Gravitations- 
problems. 

In einem Euklidischen Raum mit den Cartesischen Koordinaten x,%,+, 
lautet die Gleichung einer Rotationsfliche, welche die x,-Achse zur Dreh- 
achse hat, pa. 

n= Fy), r= Veta; 
auf ihr ist also das Quadrat des Abstandes do zweier unendlich benach- 
barter Punkte ; 


do? == (dx. + dx?) + (F"())*dr?= (dx, + dx3)+ (=") (x,@x,+x, @x,)”. 


Im kugelsymmetrischen statischen Gravitationsfeld ist auf einer durch das 
Zentrum gehenden Ebene (x, = 0) 
do” = (dx? + dx>) + U(x,dx, + x, ax,)’, 
wo 
eae, 2 mt 


— 


r? x? (ry — 2m) ; 


Die beiden Formeln kommen zur Ubereinstimmung, wenn man 


ee Fr) = V8m(r — 2m) 
r— 2m 
setzt. Die Geometrie in gener Ebene ist also die gleithe, wie sie im 
Euklidischen Raum auf der Rotationsjlache einer Parabel 
2 = Vimy — 2m) 

Pilia ie 

Eine geladene Kugel erzeugt.auBer dem kugelsymmetrischen Gravi- 
tationsfeld auch ein ebensolches elektrostatisches Feld; da sich beide 
Felder gegenseitig beeinflussen, koénnen sie nur simultan bestimmt werden”’), 
Verwenden wir wie fiir die tibrigen GréBen so fiir die Elektrizitét die ge- 
wohnlichen Mafeinheiten des CG S-Systems (und nicht die sonst hier zu- 
grunde gelegten Heavisideschen, die tiber den Faktor 47: anders verfiigen), 
so lautet in dem von Massen und Ladungen freien Gebiet das Integral, 
das fiir den Gleichgewichtszustand einen stationiren Wert annimmt: 


@'? 2 
flere Fl ar. 
Die Bezeichnungen sind dieselben wie ‘oben, @ ist das elektrostatische 
Potential. Als Wirkungsfunktion des elektrischen Feldes ist gema8 der 
klassischen Theorie das Quadrat des Feldbetrages zugrunde gelegt. Die 
Variation von w ergibt, ebenso wie im ladungslosen Fall, 
4'=o, A= konst = 2, 
Variation von @ aber: 
d (— 


om —) —— (6) und daraus Oo — ee 


ie 
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Fiir das elektrostatische Potential erhalt man demnach die gleiche Formel 
wie ohne Beriicksichtigung der Gravitation; die Konstante e, ist die das 
Feld erzeugende elektrische Ladung. Variiert man endlich 4, so kommt 


, @'?7? 
w pienso 
und daraus 
Meee I Vis 2%, x €. 
w= 2m——-> ‘ == — a 
Ge G2 h B r C 


m, ist dabei die das Gravitationsfeld erzeugende Masse. Es tritt aber 
in f*, wie man sieht, auSer dem von der Masse abhingigen Gliede noch 
ein starker mit 7 abnehmendes elektrisches Zusatzglied auf. Wir nennen 


° 


eae : Va ‘ 
m = xm, den Gravitationsradius der Masse m,, —e, == e¢ den Gravi- 
c 


tationsradius der Ladung ¢. Unsere Formel ergibt ene wesentlich von 
der tblichen abweichende Auffassung vom Bau des Elektrons. Man hat 
dem Elektron einen endlichen Radius zugeschrieben, um nicht auf eine 
unendliche Gesamtenergie des von ihm erzeugten elektrostatischen Feldes 
und damit auf eine unendlich grofe trige Masse zu kommen. Rihrt die 
trage Masse des Elektrons allein von seiner Feldenergie her, so ist der 
Radius von der GréBenordnung 


2 


€o 


a= —*- 
Me € 

In unserer Formel aber tritt eine endliche (gravitationsfeld -erzeugende) 
Masse m, auf, ganz unabhingig davon, bis zu einem wie kleinen Wert 
von ~ herab wir diese Formel als giiltig ansehen; wie reimt sich das zu- 
sammen? Nach Faraday ist die von einer Fliche 2 umschlossene Ladung 
nichts anderes als der Flu’ des elektrischen Feldes durch 2. Analog 
wird sich im nachsten Paragraphen als der wahre Sinn des Massenbegriffs 
herausstellen, daB auch die Masse, und zwar in beiderlei Bedeutung: so- 
wohl als felderzeugende wie als trage oder schwere Masse, durch einen 
Feldflu8 gegeben ist. Fiir die hier ermittelte statische Losung ist, wenn 
wir sie im ganzen Raum als giiltig betrachten, der Flu8 des elektrischen 
Feldes durch irgendeine Kugel um das Zentrum = 47¢e,. Hingegen wird 
die Masse, welche eine Kugel vom Radius ~ umschlieBt, den von 7 ab- 
hangigen Wert 


Uk, 2424 ‘ 

bekommen. Die Masse ist demnach kontinuierlich verteilt. Die Massen- 
dichte stimmt natiirlich mit der Energiedichte‘iiberein, aber wegen der Sin- 
gularitat im Zentrum ist trotz unendlicher Energie die Masse endlich. Das 
»Anfangsniveau« im Zentrum, von dem aus die Masse gerechnet werden 
mu, ist nicht = 0, sondern = — oo; die Masse m, des Elektrons kann 


deshalb iiberhaupt nicht von hier aus bestimmt werden, sondern bezeichnet 
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sieren wir auf diesen Fall, so haben wir fiir ds* den gleichen, die drei 
unbekannten Funktionen 2, Z, f enthaltenden Ansatz zu machen wie zu 
Beginn des § 31. Setzen wir von vornherein 4 = 1, so entgeht uns 
diejenige Gleichung, welche durch Variation von 4 entspringt. Fiir sie 
ist offenbar jene Gleichung ein voller Ersatz, welche die Invarianz der 
Wirkungsgré8e bei infinitesimaler riumlicher Verschiebung in radialer Rich- 
tung aussagt, d. h. der Impulssatz v = konst. Das zu lésende Variations- 
problem lautet jetzt 


0 f{1'w+r?u,d —r?vh} dr = 0; 
dabei sind 4 und % zu variiren, 
; I 
w ist == (: I | Tie 
Beginnen wir mit der Variation von 4; es kommt 


Ui NAT oO Tf 


(50) 


Die Fliissigkeitskugel habe den Radius 7 ==7,. Wir sehen, daf er notwendig 


<Ka= S85 


bleiben muf. Dabei ist fiir Energie und Masse die aus der Gravitations- 
theorie sich ergebende rationelle Einheit zugrunde gelegt. Fiir eine Wasser- 
kugel ist jene obere Grenze beispielsweise 


~° — 4.10% km = 22 Lichtminuten. 
870 x 


AuBerhalb der Kugel gelten unsere fritheren Formeln, insbesondere ist 
dort 
I 2m 


—— jj = = A= a. 


Vie r? 


Die Grenzbedingungen verlangen, da8 A und / stetig iiber die Kugel- 
oberfliche hiniibergehen und der Druck / daselbst verschwindet. Aus 


der Stetigkeit von % ergibt sich zundachst fiir den Gravitationsradius m 
der Fliissigkeitskugel 


Die zwischen 7, und «, bestehende Ungleichung zeigt, daB der Radius 7+, 
gréBer sein muB als 2m. Bevor wir also, aus dem Unendlichen kommend, 
an die friiher erwihnte singulire Kugel = 2m gelangen, geraten wir in 
die Fliissigkeit hinein, und in ihr gelten andere Gesetze. Gehen wir zur 
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Grammeinheit iiber, so ist «, durch 87x, zu ersetzen, und m ist = xm,, 
wenn m, die gravitierende Masse bedeutet; dann findet sich 


471s 


Mi, = |, . 


Da 


: s . " ul : 
eine Konstante ist und an der Kugeloberflache den Wert h annimmt, 
fe} 


wo #, den aus (50) zu entnehmenden Wert von / daselbst bedeutet, so 
ist im ganzen Innern 


(51) = Sag J Nice oa 
Die Variation von / liefert 
2 , 
ait e +rv=o 
Da aus (50) 
hi it, 
Jean aiy 
folgt, findet man sofort 
a -- konst. 


ro 


Zieht man noch den Wert (51) der Konstanten v heran und ermittelt 
den Wert der auftretenden Integrationskonstanten durch die Randbedingung 
4 = 1 auf der Kugeloberfliche, so kommt 


34—h, 


en 20 ies 


Endlich ergibt sich aus (51) jetzt 


Damit sind die metrische Fundamentalform des Raumes 


f a. Bl 2 
(52) ao = (dx, -+- dx, + dx) 4 (x, @X, aN Sa . 


7-8 


das Gravitationspotential oder die Lichtgeschwindigkeit, f, und das Druck- 
feld » bestimmt. 
Fiihren wir im Raum eine tiberschiissige Koordinate 


2 2 
4, = Va*—r 
ein, so ist 


(53) i 7 7 ee 


Weyl, Raum, Zeit, Materie, 4. Aufl. 16 
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sieren wir auf diesen Fall, so haben wir fiir ds* den gleichen, die drei 
unbekannten Funktionen 2, Z, f enthaltenden Ansatz zu machen wie zu 
Beginn des § 31. Setzen wir von vornherein 4 = 1, so entgeht uns 
diejenige Gleichung, welche durch Variation von / entspringt. Fir sie 
ist offenbar jene Gleichung ein voller Ersatz, welche die Invarianz der 
WirkungsgréBe bei infinitesimaler riumlicher Verschiebung in radialer Rich- 
tung aussagt, d. h. der Impulssatz v = konst. Das zu losende Variations- 
problem lautet jetzt 


0 f{4'w +r*u,d = r°vh} 7 Oe 


dabei sind 4 und % zu variiren, 


: I 
ya) ist = (x — ja). 


2 
he} 
Beginnen wir mit der Variation von 4; es kommt 
, f= ss ; ee (4, 3 
Hl — hie == Oc CD FE SU « 


(5°) 


Die Fliissigkeitskugel habe den Radius 7 == 7,. Wir sehen, da er notwendig 


Sa |/ 
rae -V Me 
bleiben mu’. Dabei ist fiir Energie und Masse die aus der Gravitations- 


theorie sich ergebende rationelle Einheit zugrunde gelegt. Fiir eine Wasser- 
kugel ist jene obere Grenze beispielsweise 


= V. 2 == 4-108 km = 22 Lichtminuten. 
8% 


AuBerhalb der Kugel gelten unsere friiheren Formeln, insbesondere ist 
dort 


— ; Af PBT « 


I 
ie r 


2m 


Die Grenzbedingungen verlangen, da8 % und / stetig iiber die Kugel- 
oberflaiche hintibergehen und der Druck / daselbst verschwindet. Aus 


der Stetigkeit von % ergibt sich zunachst fiir den Gravitationsradius m 
der Fliissigkeitskugel 
3 


Lea 
Oy) eke 


Die zwischen vy, und «, bestehende Ungleichung zeigt, daB der Radius 7, 
groBer sein mu8 als 2m. Bevor wir also, aus dem Unendlichen kommend, 


an die friiher erwahnte singulare Kugel » = 2m gelangen, geraten wir in 
die Fliissigkeit hinein, und in ihr gelten andere Gesetze. Gehen wir zur 
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Grammeinheit tiber, so ist «, durch 87x, zu ersetzen, und m ist = xm,, 
wenn m, die gravitierende Masse bedeutet; dann findet sich 


4772 
[aS . 
3 
Da 
wf 
Pile iia ema elo 
v WO iF h 


: , i u : 
eine Konstante ist und an der Kugeloberfliche den Wert ee annimmt, 
z 


fe} 


wo 4, den aus (50) zu entnehmenden Wert von / daselbst bedeutet, so 
ist im ganzen Innern 


it, 
(51) v= (Ht, +2)f= =. 
Die Variation von / liefert 
2’ 
Sains 70 —0 

Da aus (50) 

h' uy 

maine 


folgt, findet man sofort 


30 
A = ~—h + konst. 
2u 


ial °c) 


Zieht man noch den Wert (51) der Konstanten v heran und ermittelt 
den Wert der auftretenden Integrationskonstanten durch die Randbedingung 
4 = 1 auf der Kugeloberfliche, so kommt 


ahi fh, 


pe 


Endlich ergibt sich aus (51) jetzt 


Damit sind die metrische Fundamentalform des Raumes 
(4.2%, t= xg axe x, ax, |" 
a eas r? 


(52) do* = (dx, + dx, + dx3) + 


) 


das Gravitationspotential oder die Lichtgeschwindigkeit, f, und das Druck- 
feld p bestimmt. 
Fiihren wir im Raum eine tiberschtissige Koordinate 
1=Ve—P 
ein, so ist 
(53) a ae 7 Ol 


Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 16 
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darum 
x,ax, + x, ax, x,dx,+ %,dx,=0, 


und (52) verwandelt sich in 
do*= dx. + dx, + dx, + dx. 


Im ganzen Innern der Flissigheitskugel gilt die réumliche spharische Geo- 
metrie, nimlich dieselbe wie auf der »Sphire« (53) 1m vierdimenstonalen 
Euklidischen Raum mit den Cartesischen Koordinaten x; Die Fliissigkeit 
bedeckt eine Kalotte dieser Sphare; der Druck in ihr ist eine lineare 
gebrochene Funktion der »vertikalen Héhe« 2 = x, auf der Sphare: 


Yd! eae, 


{ 7) 


Ubrigens geht aus der Formel noch hervor, da der Druck # nicht auf 
einer Breitenkugel z == konst. durchs Unendliche hindurch von positiven 
zu negativen Werten iibergehen darf, daB 32, >a sein mu, und die 
oben gefundene Schranke @ fiir den Radius der Fliissigkeitskugel ver- 


2aVe2 


Beas es 


kleinert sich dementsprechend auf 


Diese Ergebnisse iiber die Fliissigkeitskugel sind zuerst von Schwarz- 
schild gewonnen worden*’). Nachdem die wichtigsten Falle des kugel- 
symmetrischen statischen Gravitationsfeldes erledigt waren, gelang es dem 
Verfasser, das allgemeinere Problem des rotations-(zylinder-)symmetrischen 
statischen Feldes 2a \6sen**). Hier mégen nur die einfachsten Resultate dieser 
Untersuchung eine kurze Erwahnung finden. Es handle sich zunachst um 
ungeladene Massen und um das Gravitationsfeld in dem von Materie freien 
Raum. Aus den Gravitationsgleichungen ergibt sich dann, daB unter Einfiih- 
rung gewisser Raumkoordinaten 7, 0, 2, der Lanonischen Zylinderkoordinaten, 

. 2 2 

ds* = f’ dt? — do”, ao* = h\dr? +- dz”) + = 
wird. @ ist ein Winkel, der mod. 27 zu nehmen ist; d. h. Werten von 0, 
welche sich um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden, entspricht 
derselbe Punkt. Auf der Rotationsachse wird r= 0. f und f sind 
Funktionen von ~ und z. Wir bilden den wirklichen Raum auf einen 
Euklidischen ab, in welchem 7,6,z Zylinderkoordinaten sind. Das kano- 
nische Koordinatensystem ist eindeutig bestimmt bis auf eine Verschiebung 
in Richtung der Rotationsachse: 2’ —=z-+ konst. Wenn = f= 1 ist, 
stimmt do* mit der metrischen Grundform des Euklidischen Bildraums 
iiberein. Das Gravitationsproblem kann in ebenso einfacher Weise wie 
nach der Newtonschen Theorie gelést werden, wenn die Massenverteilung 
im kanonischen Koordinatensystem bekannt ist. Ubertrigt man namlich 
die Massen in unsern Bildraum, d.h. bringt in ihm eine solche Massen- 
verteilung an, da die in irgend einem Stiick des wirklichen Raums ent- 
haltene Masse gleich der Masse in dem korrespondierenden Stiick des 
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Bildraums ist, und ist dann w das Newtonsche Potential dieser Massen- 
verterlung im Euklidischen Bildraum, so gilt die einfache Formel 


(54) Sf = ele? 


Auch die andere noch unbekannte Funktion / lat sich durch Lésung 
einer gewdhnlichen Poissonschen Gleichung (in der Meridianebene 0 — o) 
bestimmen. — Handelt es sich um geladene Korper, so existiert das 
kanonische Koordinatensystem gleichfalls. Nimmt man an, daB die Massen 
gegeniiber den Ladungen zu vernachlissigen sind, d.h. daf fiir ein be- 
liebig herausgegriffenes Raumstiick der Gravitationsradius der in ihm 
enthaltenen elektrischen Ladungen immer vielmal gréfer ist als der Gravi- 
tationsradius der in ihm enthaltenen Massen, und bedeutet gm das nach 
der klassischen Theorie berechnete elektrostatische Potential der in den 
kanonischen Bildraum iibertragenen Ladungen, so gelten fiir f und fiir 
das elektrostatische Potential @ im wirklichen Raum die Formeln 


(5 4’) _— 7 tg (Yo), pS : ee A 


Die Einordnung des kugelsymmetrischen Falls in diese allgemeinere Theorie 
gestaltet sich nicht ganz einfach; es ist dazu eine ziemlich komplizierte 
Transformation der Raumkoordinaten erforderlich, auf die wir hier nicht 
eingehen wollen. 

Wie die Gesetze der Mieschen Elektrodynamik, so sind auch de Ein- 
steinschen Gravitationsgesetze nicht-linear. Diese Nicht-Linearitit macht 
sich in denjenigen Abmessungen, welche der direkten Beobachtung zu- 
ganglich sind, nicht merkbar, weil in ihnen die nichtlinearen Glieder voll- 
standig gegeniiber den linearen zu vernachlassigen sind; das hat zur Folge, 
daB wir in dem Kraftespiel der sichtbaren Welt das Superpositionsprinzip 
durchweg bestatigt finden. Hdéchstens fiir die seltsamen Vorginge inner- 
halb des Atoms, von denen wir uns heute noch kein klares Bild machen 
kénnen, kommt jene Nicht-Linearitét mdglicherweise in Betracht. Bei 
nichtlinearen Differentialgleichungen liegen, namentlich was ihre Singu- 
laritéten betrifft, im Vergleich zu den linearen duBerst komplizierte, un- 
erwartete und vorerst noch ganz und gar unbeherrschbare Verhiltnisse 
vor, und es liegt nahe, diese beiden Dinge: das sonderbare Verhalten 
nichtlinearer Differentialgleichungen und die LEigentiimlichkeiten intra- 
atomistischer Vorgiinge in Zusammenhang miteinander zu bringen. Die 
Gleichungen (54), (54’) bieten ein schénes und einfaches Beispiel dafiir 
dar, wie sich das Superpositionsprinzip in der strengen Gravitationstheorie 
modifiziert: die Feldpotentiale f und @ hangen in dem einem Falle 
durch die Exponentialfunktion, in dem andern durch die trigonometrischen 
von derjenigen GriéBe w, bzw. g ab, welche dem Superpositionsprinzip 
geniigt. Zugleich aber zeigen jene Formeln deutlich, daB von der Nicht- 
Linearitit der Gravitationsgleichungen fiir das Versténdnis der Vorginge 
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im Atom und der Konstitution des Elektrons nichts zu erhoffen ist. Denn 
die Abweichungen zwischen g und ® werden erst dort merklich, wo 


a Werte annimmt, die mit 1 vergleichbar sind. Das ist aber selbst 
5 


im Innern des Elektrons erst auf Kugeln der Fall, deren Radius die GroBen- 
ordnung des Gravitationsradius 
(iS aa —~ 1o— >? cm 
@ 
der Ladung ¢, des Elektrons hat. — 

Es ist klar, da& die statischen Differentialgleichungen der Gravitation 
die Lésungen nicht eindeutig bestimmen kénnen, sondern daB Rand- 
bedingungen im Unendlichen oder solche Symmetriebedingungen wie die 
Forderung der Kugelsymmetrie hinzutreten miissen. Die von uns gefundenen 
Loésungen waren von solcher Art, da® die metrische Fundamentalform im 
riumlich Unendlichen gegen die fiir die spezielle Relativitatstheorie cha- 
rakteristische 

ax, — (dx? +- dx; +- dx}) 

konvergiert. — Eine Reihe weiterer schéner Untersuchungen tiber statische 
Gravitationsprobleme riihrt von Levi-Civita her**). Die Italiener haben neben 
dem statischen genauer auch den »stationéren« Fall studiert, der dadurch 
charakterisiert ist, da alle g;z von der Zeitkoordinate x, unabhangig 
sind, wihrend die »seitlichen« Koeffizienten g,,, 2, &o3 nicht zu ver- 
schwinden brauchen**); ein Beispiel dafiir ist das Feld, das einen in 
stationdrer Rotation begriffenen K6rper umgibt. 


§ 33. Gravitationsenergie. Die Erhaltungssatze. 


Kin zsolertes System durchfegt im Laufe seiner Geschichte einen » Welt- 
kanal«; auferhalb desselben, nehmen wir an, verschwindet die Strom- 
dichte 8’ (wenn nicht exakt, so doch in solcher Starke, daB die folgende 
Uberlegung ihre Giiltigkeit behdlt), Aus der Kontinuitatsgleichung 
03 
at 


(55) 


folgt, daf der Flu8 der Vektordichte 3’ durch jede den Kanal durch- 
setzende dreidimensionale »Fliche« denselben Wert ¢ besitzt. Damit 
e auch dem Vorzeichen nach bestimmt ist, werde im Kanal als Richtungs- 
sinn der von der Vergangenheit in die Zukunft fiihrende festgelegt. Die 
Invariante ¢ ist die ZLadung unseres Systems. Erfiillt das Koordinaten- 
system die Bedingungen, da® jede »Ebene« x, = konst. den Kanal in 
einem endlichen Bereich durchschneidet und diese Ebenen, nach wachsen- 
dem x, geordnet, in der Richtung Vergangenheit —> Zukunft aufeinander 
folgen, so kénnen wir ¢ durch die Gleichung berechnen: 


[8°dx,dx,ax, =e, 
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wobei sich die Integration iiber eine beliebige der Ebenen x, == konst. 
erstreckt. Dieses Integral e = e (x,) ist demnach von der Cae x, unab- 
hangig, wie sich auch unmittelbar aus (55) durch Integration nach den 
»Raumkoordinaten« x,x,«, ergibt. Das Gesagte gilt allein auf Grund 
der Kontinuitadtsgleichung; die Substanzvorstellung und der auf ihr be- 
ruhende Ansatz der Lorentzschen Theorie 3’ == ou’ kommen dafiir gar 
nicht in Frage. 

Gilt ein ahnlicher Lrhaltungssats fiir Energie und Impuls? Die Gleichung 
(26), § 28 laBt das wegen des fiir die Gravitationstheorie charakteristischen 
Zusatzterms jedenfalls nicht erkennen. Zs gelingt nun aber, auch diesen Zu- 
satzterm in Gestalt einer Divergenz zu schreiben. Wir legen ein bestimmtes 
Koordinatensystem zugrunde und nehmen mit dem Weltkontinuum eine 
infinitesimale Verschiebung im eigentlichen Sinne vor, d. h. wir wihlen 
die Deformationskomponenten & in § 28 als Konstante. Dann ist selbst- 
verstandlicherweise fiir irgend ein endliches Gebiet X 


i [ax =o 
% 


(das gilt fiir yede Funktion der giz und ihrer Ableitungen, mit Invarianz- 
eigenschaften hat das gar nichts zu tun; 0’ bezeichnet wie in § 28 die 
durch die Verschiebung bewirkte Variation). Es ist also fiir die Ver- 


schiebung 
lees ae ax #8622 —o. 


Setzen wir nach Friitherem 
(13) 0G = 5G db gag + 58% * Ogee 2, 


so liefert eine partielle Integration 
f d(G2P #5 ct : 2 
2 [sax ee ax + [{G}P ogee. 
: ke 


Nun ist hier, wo die & konstant sind: 


OLus : 
OLap = 5 ae ce 


Fiihren wir die Gréfen 
Cie wee Eee — ¢ 


Xi 
ein, so besteht demnach die Gleichung 


k 
fle 4.8)" “s"| Sy Es (oye 
® 


Oxz Xe 


Da dies fiir ein beliebiges Gebiet X gilt, muf der Integrand verschwinden. 
In ihm bedeuten die & willkiirliche konstante Zahlen; also erhalten wir 
vier Identititen: 
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as y 


Ox; Ox, 


k 
21 Gyop Sab pa 


Nach den Gravitationsgleichungen ist hier die linke Seite 


2 
= —ig# se, 


und die mechanischen Gleichungen (26) gehen infolgedessen iiber in 


uy 
(56) 0, wolf=Oi+t. 

Oxz 
Es zeigt sich: wenn wir die nur von den Potentialen und Feldkomponenten 
der Gravitation abhangigen t? als die Komponenten der Emergeedichte des 
Gravitationsfeldes ansprechen, bekommen wir fiir die gesamtc, mit »physi- 
kalischem Zustand« und »Gravitation« verkniipfte Energie reine Divergenz- 
gleichungen”®). 

Dennoch scheint es physikalisch sinnlos zu sein, die t? als Energie- 
komponenten des Gravitationsfeldes einzufiihren; denn diese Groen dbc/den 
weder einen Tensor noch sind sie symmetrisch. In der Tat kénnen durch 
geeignete Wahl eines Koordinatensystems alle {? an einer Stelle stets zum 
Verschwinden gebracht werden; man braucht dazu das Koordinatensystem 
nur als ein geoditisches zu wihlen. Und auf der andern Seite bekommt 
man in einer »Euklidischen<, vdllig gravitationslosen Welt bei Benutzung 
eines krummlinigen Koordinatensystems e die verschieden von o sind, 
wo doch von der Existenz einer Gravitationsenergie nicht wohl die Rede 
sein kann. Sind daher auch die Differentialrelationen (56) ohne wirkliche 
physikalische Bedeutung, so entsteht doch aus ihnen durch Jntegration 
iiber ein isoliertes System ein invarianter Erhaltungssatz*’). 

Ein isoliertes System mitsamt seinem Gravitationsfelde durchfegt wahrend 
seiner Bewegung in der Welt ‘einen Kanal. AuBerhalb des Kanals, in 
der leeren Umwelt des Systems, verschwindet, wie wir annehmen, die 
Tensordichte &} und das Gravitationsfeld. Wir kénnen dann solche Koor- 
dinaten x, == 7, x,«,x, benutzen, da die metrische Fundamentalform dort 
konstante Koeffizienten bekommt, insbesondere die Gestalt annimmt 


at? — (dx: +- dx, + dx). 
Die Koordinaten sind dadurch auBerhalb des Kanals bis auf eine lineare 
(Lorentz-) Transformation festgelegt, und es verschwinden dort auch die t?. 
Wir nehmen an, daB jede der »Ebenen« ¢ = konst. mit dem Kanal nur 
einen endlichen Schnittbereich gemein hat. Integrieren wir die Gleichungen 
(56) nach x,x,%, iiber eine solche Ebene, so ergibt sich, da® die Gré8en 


Vi =f Uedx,dx,dx, 


unabhangig sind yon der Zeit: Fe Wir nennen J, die Energie, 


J,J,J, die Impulskomponenten des Systems. 
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Diese Grofen haben eine vom Koordinatensystem unabhingige Be- 
deutung. Ich behaupte zunichst, daB sie ihren Wert behalten, wenn das 
Koordinatensystem innerhalb des Kanals irgendwie abgeaindert wird. Seien 
x; die neuen, auBerhalb des Kanals mit den alten iibereinstimmenden 
Koordinaten. Ich lege zwei »Flachen« 

ee OUSt en me DEWEY es kOnste 7 8 (a ==), 

welche sich im Kanal nicht schneiden (es geniigt dazu offenbar, @ und 
@ hinreichend verschieden voneinander zu wahlen). Ich kann dann ein 
3- Koordinatensystem x; konstruieren, das in der Umgebung der ersten 
Flache mit den x;, in der Umgebung der zweiten Flache mit den x; und 
auBerhalb des Kanals mit beiden iibereinstimmt. Formulieren wir die 
Tatsache, daB die Energie-Impulskomponenten J; in diesem System fiir 
x§ =a und x3 =a die gleichen Werte annehmen, so ergibt sich das 
behauptete Resultat J; = J;. 

Infolgedessen braucht das Verhalten der J; nur noch bei “nearer Koor- 
dinatentransformation untersucht zu werden. Solchen gegeniiber ist aber 
der Begriff eines Vektors mit konstanten (ortsunabhingigen) Komponenten 
invariant. Wir nehmen einen beliebigen Vektor /’ dieser Art zu Hilfe, 
bilden 1° = Wig und erschlieBen aus (56): 

lee 

ox "4 
Durch die gleiche Argumentation, die oben auf den elektrischen Strom 
angewendet wurde, folgt daraus, daB 


[orax, ax, dx, = J; p* 


eine Invariante gegeniiber linearen Transformationen ist. Dze J; sind dem- 
nach ate Komponenten eines konstanten kovarianten Vektors in der » Eu- 
Rlidischen« Umwelt des Systems; dieser Energie-Impuls-Vektor ist durch 
den Zustand des physikalischen Systems eindeutig bestimmt. Die Rich- 
tung desselben gibt im groBen ganzen die Richtung an, in welcher sich 
der Kanai durch die Umwelt hindurchzieht (eine rein deskriptive Angabe, 
die schwer in eine exakte, der mathematischen Analyse zugangliche Form 
zu kleiden ist), Die Invariante 
Vy aero ene 

ist die Afasse des Systems. 

Im statischen Fall ist J, = J, = J, =o und J, gleich dem Raum- 
integral von i — ([9 — ©). Nach § 29, bzw. nach § 28, S. 217 ist 

a a und allgemein 3% — G© = LoVe (<< et — g* (it) ; 
darum in den Bezeichnungen von § 29 und § 31 die Masse J, gleich 
dem Flu8 der (uneigentlichen) raumlichen Vektordichte 


(57) w= fh V7 (0 ea ae ee }) (708 = 1, 2, 3), 
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zu mul- 


ete 
die bei Verwendung der gewoéhnlichen Einheiten noch mit nfo 


tiplizieren ist. Da in gro®er Entfernung vom System stets die in § 3: 
ermittelte Lésung der Feldgesetze giiltig ist, fir welche m’ ein radialer 
Strom von der Starke 

e/a Mm, 


8 xr Awr 


ist, ergibt sich die Energie oder triage Masse des Systems, J,, gleich jener 
Masse m,, welche fiir das vom System erzeugte Gravitationsfeld mafigebend 
ist?®), (Die Substanzphysik liefert hingegen als Massenwert das Raum- 
integral von u/f, waihrend in Wahrheit fiir inkohirente Materie J, = m, 
= dem Raumintegral von « ist; das ist ein deutliches Anzeichen fiir die 
tiefe Fehlerhaftigkeit der ganzen Substanzvorstellung.) 


§ 34. Uber die Zusammenhangsverhiltnisse der Welt im Grofen. 


Die allgemeine Relativitiitstheorie laéBt es durchaus dahingestellt, ob 
die Weltpunkte in umkehrbar-eindeutiger und stetiger Weise durch die 
Werte von 4 Koordinaten x; dargestellt werden kénnen. Sie setzt ledig- 
lich voraus, daB die Umgebung eines jeden Weltpunktes eine umkehrbar- 
eindeutige stetige Abbildung auf ein Gebiet des vierdimensionalen »Zahlen- 
raumes« gestattet (wobei unter »Punkt des vierdimensionalen Zahlenraumes<« 
jedes Zahlenquadrupel verstanden ist); iiber den Zusammenhang der Welt 
im ganzen macht sie von vornherein keine Annahmen. — Wenn wir in 
der Flachentheorie von einer Parameterdarstellung der zu untersuchenden 
Flache ausgehen, so bezieht sich diese auch immer nur auf ein Flachen- 
stiick, nicht aber auf die ganze Flache, die im allgemeinen keineswegs 
eindeutig und stetig auf die Euklidische Ebene oder ein ebenes Gebiet 
abgebildet werden kann. Von denjenigen Eigenschaften der Flaichen, die 
bei allen eineindeutigen stetigen Abbildungen erhalten bleiben, handelt 
die Analysis sttus; die Geschlossenheit ist z. B. eine derartige Analysis- 
situs-Eigenschaft. Jede Fliche, die aus der Kugel durch stetige Defor- 
mation hervorgeht, ist auf dem Standpunkt der Analysis situs von der 
Kugel nicht verschieden, wohl aber z. B. der Torus. Auf dem Torus 
gibt es namlich geschlossene Linien, welche den Torus nicht in mehrere 
Gebiete zerlegen, auf einer Kugel existieren derartige Linien nicht. Aus 
der Geometrie auf der Kugel ging jene »sphirische Geometrie«, welche 
wir in § ro mit Riemann der Bolyai-Lobatschefskyschen gegeniiberstellten, 
dadurch hervor, da wir je zwei einander diametral gegeniiberliegende 
Kugelpunkte identifizierten. Die so entstehende Fliche $ ist von der 
Kugel gleichfalls im Sinne der Analysis situs verschieden, und zwar durch 
diejenige Eigenschaft, welche man als ihre Einseitigkeit bezeichnet. Denkt 
man sich ein kleines, auf einer Flache liegendes, bestindig im gleichen 
Sinne rotierendes Radchen wahrend der Rotation iiber diese Fliche hin- 
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bewegt, wobei der Mittelpunkt eine geschlossene Bahn beschreibe, so 
sollte man erwarten, wenn das Riadchen wieder an seinen Ausgangsort 
zuriickkehrt, so rotiere es hier im gleichen Sinne wie im Anfang seiner 
Bewegung. Ist dies der Fall, welche geschlossene Kurve der Mittelpunkt 
des Radchens auch auf der Fliche beschrieben haben mag, so heift sie 
swerseitig; im andern Falle aber ezmsectig. Da es einseitige Flachen gibt, 
ist zuerst von Mébius bemerkt worden. Die oben erwihnte Fliche § 
ist einseitig, wihrend die Kugel natiirlich zweiseitig ist. Man sieht das 
ohne weiteres ein, wenn man den Mittelpunkt des Radchens einen grof8ten 
Kreis durchlaufen la8t; auf der Kugel mu8 der ganze Kreis durchlaufen 
werden, ehe diese Bahn sich schlie®t, auf % jedoch nur der halbe. — 
Ganz analog wie eine zweidimensionale kann nun auch eine vierdimen- 
sionale Mannigfaltigkeit sehr verschiedenerlei Analysis-situs-Beschaffenheit 
besitzen. Aber auf jeder vierdimensionalen Mannigfaltigkeit laBt sich die 
Umgebung eines Punktes gewi8 in stetiger Weise durch 4 Koordinaten 
darstellen derart, da’ verschiedenen Punkten dieser Umgebung immer 
verschiedene Koordinatenquadrupel korrespondieren. Genau in diesem 
Sinne ist die Benutzung der 4 Weltkoordinaten zu verstehen. 

Von jedem Weltpunkt geht der Doppelkegel der aktiven Zukunft und 
der passiven Vergangenheit aus. Wahrend in der speziellen Relativitits- 
theorie diese durch ein Zwischengebiet getrennt sind, ist es hier an sich 
sehr wohl moglich, daB der Kegel der aktiven Zukunft tiber den der 
passiven Vergangenheit hiniibergreift; es kann also prinzipiell geschehen, 
daB ich jetzt Ereignisse miterlebe, die zum Teil erst eine Wirkung meiner 
kiinftigen Entschliisse und Handlungen sind. Auch ist es nicht aus- 
geschlossen, dafsi eine Weltlinie, obschon sie in jedem Punkte zeitartige 
Richtung besitzt, insbesondere die Weltlinie meines Leibes, in die Nahe 
eines Weltpunktes zuriickkehrt, den sie schon einmal passierte. Daraus 
wiirde dann ein radikaleres Doppelgangertum resultieren, als es je ein 
E. T. A. Hoffmann ausgedacht hat. ‘Tatsichlich kommen ja so erhebliche 
Variabilitaten der giz, wie dazu erforderlich waren, in dem Weltgebiet, in 
welchem wir leben, nicht vor; doch hat es ein gewisses Interesse, diese 
MOglichkeiten durchzudenken mit Riicksicht auf das philosophische Pro- 
blem des Verhiltnisses von kosmischer und phanomenaler Zeit. So Para- 
doxes da zutage kommt, ein eigentlicher Widerspruch zu den in unserem 
Erleben unmittelbar gegebenen Tatsachen tritt nirgendwo hervor. 

In § 26 sahen wir, daB ohne Beriicksichtigung der Gravitation die 
elektrodynamischen Grundgesetze (nach Mie) eine solche Gestalt besitzen, 
wie sie durch das Kausalitatsprinzip gefordert ist: die Ableitungen der 
ZustandsgréBen nach der Zeit driicken sich aus durch diese Grofen selber 
und ihre réumlichen Differentialquotienten. Diese Tatsachen bleiben be- 
stehen, wenn wir die Gravitation mit hereinziehen und somit die Tabelle 


der ZustandsgréBen ;, “ durch die gz und | el erweitern. Wegen 


der allgemeinen Invarianz der Naturgesetze mul aber die Behauptung 
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dahin formuliert werden, daB aus den Werten der ZustandsgroBen fiir 
einen Moment alle diejenigen Aussagen iiber sie, welche invarianten Cha- 
rakter tragen, auf Grund der Naturgesetze folgen; und es mu8 ferner 
beachtet werden, daB diese Behauptung sich nicht auf die Welt als 
Ganzes, sondern nur jeweils auf einen durch 4 Koordinaten darstellbaren 
Ausschnitt beziehen kann. Wir verfahren mit Hilbert folgendermafen **). 
In der Umgebung des Weltpunktes O fiihren wir 4 Koordinaten x; ein, 
so da in O selber 
ds? = dx — (dx? + dx -+ dx}) 

wird. Wir kénnen in dem dreidimensionalen Raum x, =o um O eine 
solche Umgebung # abgrenzen, da8 in ihr durchweg — ds” positiv-definit 
bleibt. Durch jeden Punkt dieser Umgebung ziehen wir die zu jenem 
Raum orthogonale geoditische Weltlinie, die zeitartige Richtung besitzt. 
Diese werden eine gewisse vierdimensionale Umgebung von O einfach 
iiberdecken. Wir fiihren jetzt neue Koordinaten ein, die freilich in dem 
dreidimensionalen Raum % mit den bisherigen iibereinstimmen; wir schreiben 
nimlich demjenigen Punkte /, zu welchem wir gelangen, wenn wir von 
dem Punkt P, = (x,x,2,) in RR auf der durch ihn hindurchlaufenden 
orthogonalen geodatischen Weltlinie so weit gehen, daf die Eigenzeit des 
durchlaufenen Bogens /,P gleich x, ist, jetzt die Koordinaten x, x, x, x, 
za. Dieses System von Koordinaten ist von GauB in der Flachentheorie 
eingefiihrt worden. Da auf jeder der geodatischen Linien ds* = dx} ist, 
mu8B bei Benutzung dieses Koordinatensystems identisch in allen vier 
Koordinaten 


(58) fcoam 

sein. Weil die Linien orthogonal sind zu dem dreidimensionalen Raum 
O20, ISR —=2.0;; 

(59) Sor S02 a 503 am O. 


Da ferner diejenigen Linien, welche man erhalt, wenn man 2, x, x, kon- 


stant laBt und nur x, variiert, geoditisch sind, mu (siehe die Gleichung 
der geodatischen Linien) 


{°°} = 0 (2 romances | 


Zz 


al 

| =atoe 
z 

Unter Beriicksichtigung von (58) folgt daraus 


eee 
OX, 


werden, mithin auch 


——7@) (ZiT, 2, aie 


und wegen (59) ist infolgedessen nicht nur fiir x, = 0, sondern identisch 
in allen vier Koordinaten 


(60) oa (@==1, 2,3). 
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Wir haben folgende Figur vor uns: eine Schar von geoditischen Linien 
mit zeitartiger Richtung, welche ein gewisses Weltgebiet einfach und liicken- 
los iiberdecken und eine ebensolche einparametrige Schar von dreidimen- 
sionalen Raéumen x, = konst. GemaB (60) sind diese beiden Scharen 
iiberall zueinander orthogonal; und die auf den geodatischen Linien durch 
zwei der »parallelen« Raéume x, = konst. abgeschnittenen Bogenstiicke 
haben alle die gleiche Eigenzeit. Benutzen wir dieses besondere Koor- 


dinatensystem, so ist : 
OL ik : 
Se ye ee . Ae Fe aoe 


0x, im 


und die Gravitationsgleichungen gestatten, die Ableitungen 
a a2 ; ' 
{A (@, &=1, 2, 3) 
ce) 
auBer durch die g; und ihre Ableitungen auszudriicken durch die giz, 
deren Ableitungen 1. und 2. Ordnung nach x, x,x, und die at selber. 


Indem wir also die 12 Grodfen 
De eka ee 
Stk iis ne —— ty 2573) 
neben den elektromagnetischen als die Unbekannten betrachten, geht das 
gewiinschte Resultat hervor (wobei x, die Rolle der Zeit spielt). Der 
von einem Punkt O’ mit positiver x,-Koordinate gelegte Kegel der pas- 
siven Vergangenheit wird aus %t ein gewisses Stiick #t’ herausschneiden, 
das mit dem Mantel jenes Kegels zusammen ein endliches Weltgebiet © 
(eine Kegelhaube mit Spitze in O’) begrenzt. Wenn unsere Behauptung, 
daB die geodatischen Nullinien die Einsatzpunkte jeder Wirkung bezeichnen, 
streng richtig ist, mu’ der Satz gelten, da8 durch die Werte der erwahnten 
12 GréBen, dazu der elektromagnetischen Potentiale ~; und Feldgrében 7; 
in dem dreidimensionalen Raumgebiet 3 deren Werte im Weltgebiet & 
volistindig bestimmt sind. Es ist bisher nicht bewiesen worden. Auf 
jeden Fall aber erkennt man, dap die Differentialgleichungen des Feldes 
die vollstindigen Naturgesetze enthalten und nicht etwa noch eine weitere 
Eingrenzung durch Randbedingungen im réumlich-Unendlichen oder dgl. 
stattfinden kann. 

Einstein gelangte bei kosmologischen Betrachtungen iiber den Zu- 
sammenhang der Welt im groBen%°) zu der Vermutung, daB sie raumlich 
geschlossen sei. Wie in der Newtonschen Gravitationstheorie das in der 
Poissonschen Gleichung ausgesprochene Nahewirkungsgesetz das Newton- 
sche Attraktionsgesetz nur nach sich zieht, wenn man die Bedingung 
hinzufiigt, da8 das Gravitationspotential im Unendlichen verschwindet, so 
sucht Einstein zundchst auch in seiner Theorie die Differentialgleichungen 
durch Randbedingungen im raéumlich-Unendlichen zu erganzen. Der Un- 
méglichkeit gegeniiber, solche Bedingungen allgemein invarianten Charakters 
za formulieren, welche mit den astronomischen Tatsachen im Einklang 
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stehen, findet er als einzigen Ausweg die Annahme, dafi die Welt réumlich 
geschlossen sei; denn unter dieser Annahme fallen Randbedingungen 
natiirlich fort. Dieser Argumentation kann ich zufolge dem oben Aus- 
gefiihrten keine Beweiskraft zugestehen, da die Differentialgleichungen fiir 
sich schon ohne Randbedingungen die vollstindigen, jede Unbestimmtheit 
ausschlieBenden Naturgesetze enthalten. Um so mehr Gewicht besitzt 
eine andere Uberlegung, die von der Frage ausgeht: Wie kommt es, daB 
unser Fixsternsystem, mit relativen Sterngeschwindigkeiten, die auBer- 
ordentlich klein sind (gegen die Lichtgeschwindigkeit), besteht und sich 
erhailt und nicht langst in die Unendlichkeit auseinander gestoben ist? 
Es gewahrt dieses System durchaus den gleichen Anblick, wie ihn die 
Molekiile eines im Gleichgewicht befindlichen Gases einem Beobachter 
von entsprechend kleineren Dimensionen darbieten wiirden. Auch im Gas 
ruhen die einzelnen Molekiile nicht, aber unter den Geschwindigkeiten 
sind gemifs dem Maxwellschen Verteilungsgesetz die kleinen ganz aufer- 
ordentlich viel zahlreicher vertreten als die groBen, und die Verteilung 
der Molekiile iiber das Gasvolumen ist eine im Mittel gleichmafige, so 
da beobachtbare grobe Dichteverschiedenheiten auferordentlich selten 
sind. Ist diese Analogie stichhaltig, so kénnten wir den Zustand des 
Fixsternsystems und seines Gravitationsfeldes nach den gleichen s¢atzstischen 
Prinzipien verstehen, die uns lehren, da ein abgeschlossenes Gas sich 
fast immer im Gleichgewichtszustand befindet. Das ware aber nur dann 
méglich, wenn die glecchmaftige Verteilung ruhender Sterne in cinem sta- 
taschen Gravitationsfeld als idealer Gleichgewichtszustand mit den Gravi- 
tationsgesetzen vertriglich ist. In einem statischen Gravitationsfeld ist 
die Weltlinie eines ruhenden Massenpunktes, d. h. eine Linie, auf welcher 
x,x,x, konstant bleiben und nur x, variiert, eine geoditische, wenn 


{°°} = (f=) cues) 


und daher 


ist. Eine ruhende Massenverteilung ist mithin nur dann méglich, wenn 


Vg,o = f = konst. = 1 
ist. Die Gleichung 


(32) Af=Fu (u = Massendichte) 


zeigt dann aber, daB der ins Auge gefaBte ideale Gleichgewichtszustand 
mit den Gravitationsgesetzen, wie wir sie bisher angenommen haben, 
unvertraglich ist. 

Bei der Herleitung der Gravitationsgleichungen in § 28 haben wir 
aber eine kleine Unterlassungssiinde begangen. Es ist nicht R die elnzige 
von giz, ihren 1. und 2. Differentialquotienten abhingige und in den 
letzteren lineare Invariante, sondern die allgemeinste Invariante dieser 
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Art hat die Gestalt aR -+ 6, wo @ und # numerische Konstante sind. 
Infolgedessen k6énnen wir die Gravitationsgesetze so verallgemeinern, da8 
wir & durch R+A (G durch G+ 2/Vg) ersetzen, wo 4 eine uni- 
verselle Konstante bedeutet. Ist sie nicht = 0, wie wir bis anhin voraus- 
gesetzt haben, sondern + 0, so kénnen wir sie = 1 nehmen; dadurch 
wird dann, nachdem durch das Relativititsprinzip die Zeiteinheit, durch 
das Gravitationsgesetz die Masseneinheit auf die der Lange zuriickgefiihrt 
war, auch noch die Langeneinheit in absoluter Weise festgelegt. Bei 
dieser Modifikation ergeben die Gravitationsgleichungen fiir ruhende inko- 
hirente Materie (T° = 4 =u, V g, alle iibrigen Komponenten der Tensor- 
dichte £ = 0) unter Benutzung der Gleichung f = +: und der Bezeich- 
nungen aus § 29: 
4 =u, [an Stelle von (32)] und 
(61) Piz — Ayn = 0. (2, k= T, 2, Be 


Jener ideale Gleichgewichtszustand ist unter diesen Umstinden also még- 
lich, wenn die Masse sich mit der Dichte 4 verteilt. Der Raum muf 
dann metrisch homogen sein; und in der Tat sind die Gleichungen (61) 
erfiillt fiir eimen sphirischen Raum vom Radius @ == V2/2. Wir konnen 
also im Raum vier an die Bedingung 
(62) set xeetaeg tei Se’ 
gekniipfte Koordinaten einfiihren, fiir die 

a0" = dx + dx, + dx} + dx; 
wird. “Der Raum stellt sich als geschlossen und daher endlich heraus. 
Wenn dieses nicht der Fall ware, kénnte man sich auch kaum vorstellen, 
wie ein statistisches Gleichgewicht zustande kommen sollte. Wenn die 
Welt raumlich geschlossen ist, ist es méglich, da8 ein Beobachter von 
einem und demselben Stern mehrere Bilder am Himmel erblickt, welche 
ihm den Stern in Epochen zeigen, die durch ungeheure Zeitriéume (wahrend 
welcher das Licht einmal rund um die Welt lauft) voneinander getrennt 
sind. Noch ware zu fragen, ob die Punkte des Raumes den der Be- 
dingung (62) geniigenden Wertequadrupeln x; umkehrbar-eindeutig ent- 
sprechen oder ob je zwei Wertsystemen 


(pee elt Vritetale Res Ee a, ee citar Poem A tee) 


derselbe Punkt entspricht. Diese beiden Méglichkeiten sind analysis-situs- 
maBig verschieden, wenngleich beide Raéume (im Gegensatz zum zwei- 
dimensionalen Fall) zweiseitig sind. Je nachdem die eine oder andere 
zutrifft, ware die Gesamtmasse der Welt in gr: 

a il a 

9 Ware 

2% 4% 
Unsere Erklarung verlangt also, da& die in der Welt zufallig vorhandene 
Gesamtmasse in einer ganz bestimmten Beziehung zu der in das Wirkungs- 
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2 : 
gesetz eingehenden universellen Konstanten 4 = 2 steht; das ist natiir- 


lich eine harte Zumutung. 

Die zentral-symmetrischen Lésungen der modifizierten homogenen 
Gravitationsgleichungen, die einer masseleeren Welt entsprechen wiirden, 
ergeben sich aus dem Variationsprinzip (Bezeichnungen siehe § 31): 


of (2w4’ + AMdr’) dr=o. 


Die Variation von w ergibt wie friiher 7 = 13 die Variation von J hin- 
gegen 


(63) pf rabeta gs: 
2 
Verlangen wir Regularitét bei = 0, so folgt daraus 
A 3 
= re Tae. 
(64) fe ee hi ae 
A 6 


Der Raum 1aéBt sich kongruent auf eine »Sphare« 

(65) wy bX, + 43 by = 30° 

vom Radius 2V3 im vierdimensionalen Euklidischen Raum abbilden (wo- 
bei unserm Zentrum einer der beiden Pole auf der Sphiare entspricht, dessen 
erste drei Koordinaten x,, x,, *, == 0 sind). Die Welt ist ein iiber dieser 
Sphire in Richtung einer 5. Koordinatenachse ¢ errichteter Zylindey. Aber 
da f auf der »gréBten Kugele x, = 0, welche man als Aquator oder 
Raumhorizont fiir jenes Zentrum bezeichnen kénnte, =o wird, daselbst 
die metrische Fundamentalform der Welt also singular wird, so sieht man, 
daB .die Moéglichkeit einer statischen leeren Welt den Naturgesetzen, die 
wir hier als giiltig betrachten, widerstreitet. Zum mindesten am Horizont 
miissen sich Massen befinden. Die Rechnung 1lé8t sich am einfachsten 
durchfiihren, wenn wir (lediglich zur Orientierung) dort eine inkompressible 
Fliissigkeit annehmen. Das zu lésende Variationsproblem lautet nach 
$ 32 bei Verwendung der damaligen Bezeichnungen und unter Hinzufiigung 
des A-Gliedes 


. ; A\ 
bf {aot (n+ )r4—roA| dr =0; 
gegen friiher ist also nur die Anderung eingetreten, daB die Konstante ,u, 


A 3 : 
durch “, -- ia ersetzen ist. Wie dort folgt 


; A 
w —(u, +a) =o, w= — 24 ott, s, 
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Befindet sich die Fliissigkeit zwischen den beiden Breitenkugeln x, = konst., 


welche den Radius 7, (<c a) 3) besitzen, so verlangt der stetige Anschlu8 
an (64), daB die Konstante 


L 
M= "er 
: I < 5 . 3 : 
ist. >, wird (in erster Ordnung) o fiir einen Wert 7 = 4 zwischen rv, 


fh? 
und @V¥3. Der Raum 1laft sich daher immer noch auf die Sphare (65) 
abbilden, aber diese Abbildung ist in der von Fliissigkeit erfiillten Zone 
nicht mehr kongruent. Die Gleichung fiir 7 (S. 241) liefert jetzt ein /, 
das auf dem Aquator nicht verschwindet. Die Grenzbedingung verschwin- 
denden Drucks ergibt eine transzendente Relation zwischen u, und 7, 
aus welcher hervorgeht: soll der Massenhorizont beliebig schmal genommen 
werden, so muB die zur Verwendung kommende Fliissigkeit eine ent- 
sprechend groBe Dichte haben derart, da die Gesamtmasse nicht unter 
eine gewisse positive Grenze sinken kann®’). 
Die allgemeine Lésung von (63) lautet 


I 2m id 

= sy m == konst.). 

a r 6 ( ) 
Sie entspricht dem Fall, daB um das Zentrum eine Massenkugel liegt. 
Nur in einer Zone ~% 7 S~7,, in welcher dieses /* positiv ist, kann 
die Welt masseleer sein; es ist wiederum ein Massenhorizont erforder- 
lich. Ebenso, wenn die Zentralmasse elektrisch geladen ist; denn es ist 


auch dann 4 = 1. In dem Ausdruck fiir Fe = 7 oe (iithecdas sclektriscme 
Glied + a hinzu, und das elektrostatische Potential ist = om 
ta if? 


Vielleicht sind wir, den eben angestellten Betrachtungen nachhangend, 
allzusehr den Lockungen einer sich ins Leere emporschwingenden Phan- 
tasie gefolgt. Doch helfen sie verdeutlichen, was alles auf Grund der 
neu gewonnenen Auffassungen tiber Raum und Zeit im Bereiche der 
Moglichkeit liegt. Die ihnen zugrunde liegende Annahme ist jedenfalls die 
einfachste, auf Grund deren es verstandlich werden kann, daf in der tat- 
sichlich vorgefundenen Welt hinsichtlich des elektromagnetischen und des 
Gravitationsfeldes im Grofen statische Verhaltnisse herrschen und dai 
gerade diejenigen Lésungen der statischen Gleichungen gelten, welche im 
Unendlichen verschwinden bzw. gegen die Euklidische Metrik konvergieren. 
Auf der Sphare werden ndmlich jene Gleichungen eine einzige Losung 
besitzen (hier kommen Randbedingungen gar nicht in Frage, sie werden 
ersetzt durch die Forderung der Regularitaét auf dem ganzen geschlossenen 
Gebilde); lassen wir die Konstante 4 beliebig klein werden, konvergiert 
die spharische Loésung gegen diejenige in der beim Grenziibergang sich 
ergebenden unendlichen Welt, welche im Unendlichen die erwahnten Grenz- 
bedingungen befriedigt. 
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Eine metrisch homogene Welt erhalt man am einfachsten, wenn man 
in einem fiinfdimensionalen Raum mit der metrischen Fundamentalform 
ds* = — 2(dx) — es bedeutet 2 eine nicht-ausgeartete quadratische Form 


: ; 6 
mit konstanten Koeffizienten —- den durch die Gleichung 92(x) = z de- 


finierten vierdimensionalen »Kegelschnitt« betrachtet. Dieser Ansatz liefert 
also eine Losung der durch das /-Glied modifizierten Einsteinschen Gravi- 
tationsgleichungen bei fehlenden Massen. Soll die sich ergebende metrische 
Fundamentalform der Welt, wie es sein mu, eine positive und drei ne- 
gative Dimensionen besitzen, so hat man fiir {2 eine Form mit vier posi- 
tiven und einer negativen Dimension zu nehmen; also 


OK(ce) aie na ihe ee Be 
Diese Lésung la8t sich iibrigens durch eine einfache Substitution in die 
oben gefundene statische tiberfiihren. Wenn man namlich 


x, == 2-Cojz, x, = 2: Sint 


setzt, so kommt 


H+ xt-se3 +s = = » — as* = (dx + dx} + dx}+ds*)— 2° dt’. 
Es gelangt durch die »neuene z, #Koordinaten aber nur der »keilf6rmige« 
Ausschnitt «; — «; >> o zur Darstellung. Auf der »Schneide« des Keils 
(wo gleichzeitig x, = 0, x, = ist) wird ¢ unbestimmt. Diese Schneide, 
die in den urspriinglichen Koordinaten als ein zweidimensionales Gebilde 
erscheint, ist daher in den neuen dreidimensional: der iiber dem Aquator 
== o der Sphare (65) in Richtung der #Achse errichtete Zylinder. Es 
fragt sich, ob das erste oder das zweite Koordinatensystem dasjenige ist, 
welches in regularer Weise die ganze Welt zur Darstellung bringt. Im 
ersten Falle ware die Welt als Ganzes nicht statisch, und es vertriige sich 
mit den Naturgesetzen, dafS§ sie masseleer ist; diese Annahme verfolgt 
de Sitter**). Im zweiten Fall haben wir eine statische Welt, die ohne 
einen Massenhorizont nicht modglich ist; dieser von uns hier genauer dis- 
kutierten Annahme gibt Einstein den Vorzug. 


§ 35. Die Weltmetrik als Ursprung der elektromagnetischen 
Erscheinungen*’), 


Wir erheben uns zu einer letzten Synthese. Um den physikalischen 
Zustand der Welt an einer Weltstelle durch Zahlen charakterisieren zu 
konnen, mu nicht nur die Umgebung dieser Stelle auf ein Koordinaten- 
system bezogen, sondern miissen auferdem gewisse MaSeinheiten fest- 
gelegt werden. Es gilt, eine ebenso prinzipielle Stellungnahme zu diesem 
zweiten Punkt, der Willkiirlichkeit der Mafeinheiten, zu gewinnen, wie 
sie die in den vorigen Paragraphen dargestellte Einsteinsche Theorie hin- 
sichtlich des ersten Punktes, der Willkiirlichkeit des Koordinatensystems, 
einnimmt. Auf die Geometrie und den Begriff der Strecke angewendet 
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(Kap. II), bewirkte dieser Gedanke, nachdem der Schritt von der Eukli- 
dischen zur Riemannschen Geometrie vollzogen worden, den endgiiltigen 
Durchbruch zur reinen Infinitesimalgeometrie. Nehmen wir an, mit allen 
Uberbleibseln der »Fernvorstellungen« aufriumend, da8 die Weltgeometrie 
von dieser Art ist, so erscheint die Weltmetrik auSer von der quadra- 
tischen (1) noch von einer linearen Differentialform g;d¢x; abhangig. 
Diese Erweiterung betrifft zunachst nur, genau so wie der von der 
speziellen zur allgemeinen Relativitatstheorie fiihrende Schritt, das welt- 
geometrische Fundament der Physik. — Die Newtonsche Mechanik wie 
auch die spezielle Relativititstheorle nahmen an, da8 die gleichformige 
Translation ein ausgezeichneter Bewegungszustand eines Achsenkreuzes 
von Vektoren ist, daB also die Lage der Achsen in einem Moment ihre 
Lage in allen andern Momenten jbestimmt. Dies ist aber mit dem evi- 
denten Prinzip der Re/ativitat der Bewegung unvertraglich. Doch konnten 
wir, ohne in krassesten Konflikt mit den Tatsachen zu kommen, diesem 
Prinzip nur dann geniigen, wenn wir den Begriff der zzfinitesimalen Parallel- 
verschiebung eines Vektorkreuzes aufrecht erhielten; aber wir mu®ten den 
affinen Zusammenhang, welcher diese Verschiebung bestimmt, als etwas 
physikalisch Wirkliches ansehen, das in naturgesetzlicher Abhingigkeit von 
den Zustinden der Materie steht (»Fihrungsfeld«). Die empirisch be- 
kannten Eigenschaften der Gravitation, namentlich die Gleichheit der trigen 
und schweren Masse, lehrten endlich, daf im Fiihrungsfeld aufer der Trig- 
heit auch die Gravitation schon mitenthalten ist; und so gewann die all- 
gemeine Relativitatstheorie tiber ihre urspriingliche weltgeometrische hinaus 
noch eine spezifisch physckalische Bedeutung. — Von der gleichen Evidenz 
wie die Relativitét der Bewegung ist das Prinzip von der Relativitat der 
Gréfe; man mu den Mut haben, dieses Prinzip, nach welchem durch die 
GroBe eines K6rpers in einem Augenblick seine Grof%e in einem andern 
Moment ideell nicht bestimmt ist, trotz der Existenz der starren K6rper 
aufrecht zu erhalten*). Aber man wird es, ohne mit solchen grundlegenden 
Tatsachen in krassen Widerspruch zu kommen, nicht durchfiihren k6nnen, 
wenn man nicht an dem Begriff der znjinitescmalen kongruenten Verpfian- 
zung dennoch festhalten wollte; d.h. man wird der Welt aufer ihrer 
Mapbestimmung in jedem Punkte einen metrischen Zusammenhang xa- 
schreiben miissen. Nur darf man darin keine »geometrische« Eigenschaft 
erblicken, die der Welt als Form der Erscheinungen an sich zukommt, 
sondern ein Zustandsfeld von physikalischer Realitét. Werden wir also 
durch die Tatsache der Wirkungsausbreitung und die starren Korper dazu 
gefiihrt, den affinen Zusammenhang auf die eine Schicht tiefer gelegene 
Weltbeschaffenheit der M¥etrik zu fundieren, ‘so liegt es sehr nahe, nicht 


*) Es sei in diesem Zusammenhang daran erinnert, daf} das réiumliche Richtungs- 
bild, das ein Punktauge mit gegebener Weltlinie in jedem Augenblick von einem 
gegebenen Weltgebiet empfingt, nur vom Verhiltnis der giz abhangt, da dies von den 
fiir die Ausbreitung des Lichtes mafgebenden geoditischen Nullinien gilt. 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 17 


258 Allgemeine Relativititstheorie. 


nur die Koeffizienten der quadratischen Fundamentalform gizdx:dxz mit 
den Potentialen des Gravitationsfeldes, sondern auferdem ae Koeffizienten 
der linearen Fundamentalform gpidx; mit den elektromagnetischen Poten- 
tialen 2u identifizieren. Dann entspringen aucun das elektromagnetische 
Feld und die elektromagnetischen Krifte aus der Weltmetrik. Nun sind 
uns in der Natur aber gar keine andern wahrhaft urspriinglichen Kraft- 
wirkungen bekannt auBer der Gravitation und den elektromagnetischen ; 
von ‘allen andern weiB die statistische Physik plausibel zu machen, daf 
sie durch Mittelwertbildung auf diese zuriickgefiihrt werden kénnen. Wir 
kommen damit zu der Konsequenz: Die Welt ist eine (3 + 1)-dimensionale 
metrische Mannigfaltigheit; alle physikalischen Feld-Erscheinungen sind Aufge- 
rungen der Weltmetrik. (Wabrend die alte Auffassung besagte: Das vier- 
dimensionale metrische Weltkontinuum gibt den Schauplatz der physika- 
lischen Erscheinungen ab; die physikalischen Wesenheiten selber aber — 
sind etwas, was »in« dieser Welt existiert, und wir miissen sie nach Art 
und Zahl so hinnehmen, wie die Erfahrung sie uns kennen lehrt; es gibt 
da nichts weiter zu »begreifen«.) Synonym mit dem Worte Metrik wollen 
wir den Terminus »Zustand des Weltathers« gebrauchen, um dadurch 
den realen Charakter der Metrik anzudeuten; doch darf man sich durch 
diesen Ausdruck nicht zu falschen Bildern verfiihren lassen. In dieser 
Terminologie besagt der Fundamentalsatz der Infinitesimalgeometrie, daB 
das Fithrungsfeld und damit die Gravitation durch den Zustand des Athers 
bestimmt ist. Der Gegensatz von »physikalischem Zustand« und »Gravi- 
tation«, der in § 28 aufgestellt wurde und sich dort am deutlichsten 
in der Zweiteilung der Hamiltonschen Funktion ausspricht, wird durch 
die neue Auffassung iiberwunden und ein vdllig einheitlicher und in sich 
folgerichtiger Standpunkt gewonnen. Der Traum des Descartes von einer 
rein geometrischen Physik scheint in wunderbarer, von ihm selbst freilich 
gar nicht vorauszusehender Weise in Erfiillung zu gehen. Scharf sondern 
sich die Intensitaéts- von den QuantititsgréBen. 

Die lineare Fundamentalform ;dx; ist nur bestimmt bis auf ein 
additiv hinzutretendes totales Differential, erst der aus ihr sich ableitende 
Tensor der Streckenkriimmung 

es Vp: 0Pz 
Sik 7 OxXz ~ Ox; 


ist frei von Willkiir. Genau so steht es nach der Maxwellschen Theorie 
mit der elektromagnetischen Potentialform; der elektromagnetische Feld- 
tensor, welchen wir friiher mit /z bezeichnet haben, ist jetzt zu identi- 
fizieren mit der Streckenkriimmung fj. Das 1. System der Maxwellschen 
Gleichungen 

(67) sla 4 YH 4 fe 


0x7 Ox; Ox, 


ist, wenn unsere Auffassung vom Wesen der Elektrizitait zutrifft, ein 
Wesensgesetz, dessen Giiltigkeit noch véllig unabhangig davon ist, welche 
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Naturgesetze den Wertverlauf der physikalischen ZustandsgréBen in der 
Wirklichkeit beherrschen. In einer vierdimensionalen metrischen Mannig- 
faltigkeit ist die einfachste Integralinvariante, welche iiberhaupt existiert, 


(68) fiax = £f faitae, 


und gerade sie liegt als Wirkungsgré®e der Maxwellschen Theorie zu- 
grunde! Wir diirfen demnach wohl behaupten, da& der gesamte Er- 
fahrungsschatz, der in der Maxwellschen Theorie niedergelegt ist, zu- 
gunsten der weltmetrischen Natur der Elektrizitét spricht. Und da sich 
in einer Mannigfaltigkeit von mehr oder weniger als 4 Dimensionen iiber- 
haupt keine Integralinvariante von so einfachem Bau konstruieren 1aBt, 
erOffnet der neue Gesichtspunkt nicht bloB ein tieferes Verstindnis fiir 
die Maxwellsche Theorie, sondern es wird von ihm aus auch der bisher 
immer als »zufillig< hingenommene Umstand begreiflich, daB die Welt 
vierdimensional ist. In der linearen Fundamentalform q; dx; bleibt will- 
kiirlich eine additiv hinzutretendes totales Differential, nicht aber ein Pro- 
portionalitatsfaktor; die Wirkungsgréfe ist eine reine Zahl. So muB es 
aber auch sein, wenn die Theorie im Einklang sein soll mit derjenigen 
atomistischen Struktur der Welt, welcher nach den Ergebnissen der jiing- 
sten Zeit (Quantentheorie) die fundamentalste Bedeutung zukommt. 

Der statische Fall liegt vor, wenn sich Koordinatensystem und Eichung 
so wahlen lassen, daf die lineare Fundamentalform == mdx, wird, die 
quadratische 


=f’ dx, —:do°; 


dabei sind m und f von der Zeit x, nicht abhangig, sondern nur von 
den Raumkoordinaten x,x,x,, @0” ist eine positiv-definite quadratische 
Differentialform in den drei Raumvariablen. Diese besondere Gestalt 
der Fundamentalform wird (von ganz speziellen Fallen abgesehen) durch 
Koordinatentransformation und Umeichen nur dann nicht zerstdrt, wenn 
x, fiir sich eine lineare Transformation erleidet, die Raumkoordinaten 
gleichfalls nur unter sich transformiert werden und das Eichverhiltnis 
eine Konstante ist. Im statischen Fall haben wir also einen dreidimen- 
sionalen Riemannschen Raum mit der metrischen Fundamentalform do* 
und zwei Skalarfelder in ihm: das elektrostatische Potential @ und das 
Gravitationspotential oder die Lichtgeschwindigkeit /. Als willkiirliche 
Mafeinheiten sind zu wahlen die Lingen- und die Zeiteinheit (cm, sec); 
do” ist von der Dimension cm’, f von der Dimension cm-sec—*, und 
g hat die Dimension sec~*. Soweit in der allgemeinen Relativitits- 
theorie iiberhaupt von einem Raum die Rede sein kann (ndmlich im 
statischen Fall), stellt sich dieser also, wie wohl zu beachten ist, als ein 
Riemannscher heraus und nicht als ein metrischer Raum jener allgemei- 
neren Beschaffenheit, in welchem die Streckeniibertragung nicht integrabel 
ausfallt. 
nip 
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Wir kommen auf die spezielle Relativitatstheorie zuriick, wenn sich 
Koordinaten und Eichung so wahlen lassen, da8 
ds* = dx? — (dx; + dx, + dx}) 
wird. Sind xz, *; zwei Koordinatensysteme, fiir welche sich diese Normal- 
form von ds? erzielen la8t, so ist der Ubergang von x; zu x; eine kon- 
forme Transformation, d. h. es ist 
dx? — (dx? + dx? + dx3) bis auf einen Proportionalitétsfaktor 
= dx? — (dx, + dx3 + dx}). 
Die konformen Transformationen der vierdimensionalen Minkowskischen 
Welt fallen zusammen mit den Kugelverwandtschaften **), d. h. denjenigen 
Abbildungen, welche jede »Kugel« der Welt wieder in eine Kugel ver- 
wandeln. Eine Kugel wird dargestellt durch eine lineare homogene Glei- 
chung zwischen den homogenen »hexasphiarischen« Koordinaten 
(cx) -+ 1 (xx)—1 
2 2 ; 
[(ex) = #3 — (x3 + x? + 23) 


welche an die Bedingung 


pe ay De 


2 pn faye Oey 2 2 
Tie a Ve uy “,+-u, =o 


gebunden sind. Die Kugelverwandtschaften driicken sich daher aus als 
solche lineare homogene Transformationen der w;, welche diese Bedingungs- 
gleichung invariant lassen. Die Maxwellschen Gleichungen im Ather, wie 
sie in der speziellen Relativitatstheorie gelten, sind daher nicht bloB in- 
variant gegentiber der 10o-parametrigen Gruppe der linearen Lorentz-Trans- 
formationen, sondern sogar gegeniiber der umfassenderen 15-parametrigen 
Gruppe der Kugelverwandtschaften*°). 

Um zu priifen, ob die neue Hypothese iiber das Wesen des elektro- 
magnetischen Feldes die Erscheinungen zu erkliren vermag, miissen wir 
ihre Konsequenzen ziehen. Als Naturgesetz wird dabei ein Hamilton- 
sches Prinzip fungieren, welches besagt, daB die Anderung der Wirkungs- 
groBe if Wdx bei jeder unendlich kleinen Variation der Weltmetrik, die 
auBerhalb eines endlichen Gebiets verschwindet, Null ist. Die Wirkungs- 
groBe ist eine Invariante, Y% demnach eine aus der Metrik entspringende 
skalare Dichte (im eigentlichen Sinne). Mie, Hilbert und Einstein setzten 
die Wirkungsgréfe als eine Invariante gegeniiber Koordinatentransforma- 
tion voraus; hier tritt die weitere Einschrankung hinzu, da8 sie auch in- 
variant sein muB gegeniiber dem ProzeB des Umeichens, bei welchem 
Qi, gi ersetzt werden durch 


oA 
(69) = Ne ) bzw. h giz 


(4 eine willkiirliche positive Ortsfunktion). Wir setzen voraus, da’ YW 
ein Ausdruck 2. Ordnung ist, d.h. aufgebaut einerseits aus den giz und 
deren Ableitungen 1. und 2. Ordnung, anderseits aus den @: und deren 
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Ableitungen 1. Ordnung. Das einfachste Beispiel ist die Maxwellsche 
Wirkungsdichte {. Doch soll die Untersuchung hier ganz allgemein ge- 
fiihrt werden, ohne dai wir uns von vorn herein auf einen bestimmten 
Ansatz fiir % festlegen. Nach der in § 28 angewendeten Kleinschen 
Methode (die erst jetzt zu voller Auswirkung gelangen wird) leiten wir 
zunachst einige mathematische Identitéten her, die fiir jede aus der Metrik 
entspringende skalare Dichte W giiltig sind. 

I. Erteilen wir den die Metrik relativ zu einem Bezugssystem be- 
schreibenden GrdBen @;, giz beliebige unendliche kleine Zuwidchse dq, 
Ogi und bedeutet X ein endliches Weltgebiet, so ist es der Effekt der 
partiellen Integration, da8 das Integral der zugehdrigen Anderung 0% 
von %% iiber ‘das Gebiet X in zwei Teile zerlegt wird: ein Divergenz- 
integral und ein Integral, dessen Integrand nur noch eine lineare Kom- 
bination von Og; und dgyz ist: 


2) 
(70) ) [ose — iPer ax + fo O pit 4B" b giz) dx. [WY = W*] 


Dabei sind v’ die ee einer kontravarianten Vektordichte, 
aber die einer gemischten Tensordichte 2. Stufe (im eigentlichen Sinne), 
Die db* sind lineare Kombinationen von 

O Pe , Ofap und Ogg, Z | s.2= “eet |; 
wir deuten das durch die Formel an: 

dv* = (ka) Ope + (a8) Ogag + (22a 8) Ogag,:- 
Die dv” sind durch die Gleichung (70) erst dann eindeutig bestimmt, 
wenn die normierende Bedingung hinzugefiigt wird, da die Koeffizienten 
(22a) symmetrisch in den Indizes & und z sind; bei dieser Normierung 
sind dv* die Komponenten einer Vektordichte {im eigentlichen Sinne), 
wenn man 0g; als die Komponenten eines kovarianten Vektors vom Ge- 
wichte 0, 0giz als die Komponenten eines Tensors vom Gewichte 1 auf- 
faBt. (Natiirlich steht nichts im Wege, an Stelle dieser Normierung eine 
andere, im gleichen Sinne invariante zu verwenden.) 


Wir driicken zuvorderst aus, da fi Wadx eine Eichinvariante ist, sich 


also nicht dndert, wenn die Eichung der Welt infinitesimal abgedndert 
wird. Ist das Eichverhaltnis zwischen der abgednderten und der urspriing- 
lichen Eichung 4 = 1 -++ z, so ist zw ein den Vorgang charakterisierendes 
infinitesimales Skalarfeld, das willkiirlich vorgegeben werden kann. Bei 
diesem ProzeS erfahren die FundamentalgréBen nach (69) die folgenden 
Zuwachse 


(71) Ory —— 1 e77, 6g:= — —. 


Substituieren wir diese Werte in db*, so mégen die Ausdriicke 
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ou 
(72) 8 (re) = 8p he 
hervorgehen; sie sind die Komponenten einer von dem Skalarfeld w 
om 
linear-differentiell abhangigen Vektordichte. Daraus folgt noch, da or 
os 


die Komponenten eines aus jenem Skalarfeld entspringenden kovarianten 
Vektorfeldes sind: 3* ist eine Vektordichte, ** eine kontravariante Ten- 
sordichte 2. Stufe. Die Variation (70) des Wirkungsintegrals mufi wegen 
seiner Eichinvarianz fiir (71) verschwinden: 


Ra 
iy. +f(- yn + HBin) dx =o. 
Ox; 


jee 


Formt man den ersten Term des zweiten Integrals noch durch partielle 
Integration um, so kann man statt dessen schreiben: 


0(3* (7) — miv* d 10° 
(73) ae f ‘ aioe Oe + fx (= + 3%8)) dx—=o. 
x z H 


Daraus ergibt sich nun zunachst die Identitat 


div 
(74) Feo 


Ox; 


in der aus der Variationsrechnung bekannten Weise: Ware die auf der 
linken Seite stehende Ortsfunktion an einer Stelle («;) von o verschieden, 
etwa positiv, so kann man eine so kleine Umgebung & dieser Stelle ab- 
grenzen, daB jene Funktion in ganz X positiv bleibt. Wahlt man in (73) 
fiir X dieses Gebiet, fiir mw aber eine auBerhalb X verschwindende Funk- 
tion, welche innerhalb X durchweg > oo ist, so verschwindet das erste 
Integral, das zweite aber fallt positiv aus — im Widerspruch mit der 
Gleichung (73). Nachdem dies erkannt, liefert (73) die Gleichung 


9 (8* (x) — zw? 
i Meeovevaes EO) pee 


Xk 


sie gilt bei gegebenem Skalarfeld 7 fiir jedes endliche Gebiet X, und in- 
folgedessen muf 
0(8*(7c) — ww* 
as et) re!) 
Xk 

sein. Setzen wir (72) ein und beachten, da8 an einer Stelle die Werte von 
a 07 077 
dx? dax:dxz 
diese eine Formel in die folgenden Identitaten: 

d3* dv? in YS 
(75 ee) Seager Cmte b 


Ox, Oxz 


beliebig vorgegeben werden kénnen, so zerspaltet sich 


S05 ot + he — o. 


§ 35. Die Weltmetrik als Ursprung der elektromagnetischen Erscheinungen. < a6 2 


Nach der dritten ist §’* eine lineare Tensordichte 2. Stufe. Die erste 
ist in Anbetracht der Schiefsymmetrie von f) eine Folge der zweiten, da 


072" 


0%00%8 


1st. 

II. Wir nehmen mit dem Weltkontinuum eine infinitesimale Deforma- 
tion vor, bei welcher der einzelne Punkt eine Verriickung mit den Kom- 
ponenten & erfihrt; die Metrik werde von der Deformation ungedndert 
mitgenommen. 0 bezeichne die durch die Deformation bewirkte Ande- 
rung irgendeiner GréBe, wenn man an derselben Raum-Zeit-Stelle bleibt, 
0’ ihre Anderung, wenn man die Verschiebung der Raum-Zeit-Stelle mit- 
macht. Dann ist nach (20), (20’), (71) 


’ Oe2 OD: ~ dz 
a () i= ( pp zy (epee 
(76) | u y Ox; a5 ee = As dx; 
} us o& Oise OL z 
| Og —— (erg (> Si + Sesyeer & Lik « 


Darin bedeutet ein durch unsere Festsetzungen noch willkiirlich ge- 
lassenes infinitesimales Skalarfeld. Die Invarianz der WirkungsgréfBe gegen- 
iiber Koordinatentransformation und Abdnderung der Eichung kommt in 
der auf diese Variation sich beziehenden Formel zum Ausdruck: 


(77) 0 fax = f PO) + ox] 2o—108 


OxXz 


Will man nur die Koordinateninvarianz zum Ausdruck bringen, so hat 
man 7 =o zu wiahlen; aber die so hervorgehenden Variationsformeln 
(76) haben keinen invarianten Charakter, In der Tat bedeutet diese Fest- 
setzung: es sollen durch die Deformation die beiden Fundamentalformen 
so vyariiert werden, da’ die Mafzahl 7 eines Linienelements ungedndert 
bleibt: 0’7 == o. Nun driickt aber nicht diese Gleichung den Proze& der 
kongruenten Verpflanzung einer Strecke aus, sondern 


7 = — Z(qp20'x;) => — Z(p7§) 0 
Wir miissen demnach in (76) nicht 7 = 0, sondern 7 == — (g;§’) wahlen, 
damit invariante Formeln zustande kommen, namlich die folgenden: 


| = OQ: = Sirs" , 

4 . 0&7 o& d ; 

| — 0gn = («: ve - kr 2 )+( £8 +. gu pr) &@. 
Xk 


OX; ax, 


(78) 


Die durch sie dargestellte Anderung der beiden Fundamentalformen ist 
eine solche, da& die Metrik von der Deformation ungeandert mitgenommen 
und jedes Linienelement kongruent verpflanzt erscheimt. Auch analytisch 
erkennt man leicht den invarianten Charakter; an der zweiten Gleichung 
(78) insbesondere, indem man den gemischten Tensor 
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og 


OX; 


BN) aa) 
A 8 a pas 
einfiihrt, sie lautet dann 

— Ogiz = Siz + Shi - 
Nachdem die Eichinvarianz unter I. ausgenutzt ist, kénnen wir uns in 
der Formel (76) darauf beschrinken, fiir 2 die eben besprochene, vom 


Standpunkt der Invarianz allein mégliche Wahl zu treffen. 
Fiir die Variation (78) sei 
MS E* LE 0” — G*(S) . 
©#(§) ist eine linear-differentiell von dem willkiirlichen Vektorfeld © ab- 
hangige Vektordichte; ich schreibe Ss 


. Se ee ae hres as 
SHE) = SIF + HF oo 


Xe OLey dx3 


(der letzte Koeffizient ist natiirlich symmetrisch in den Indizes @/). 
Darin, daB ©*(&) eine von dem Vektorfeld & abhdngige Vektordichte 
ist, spricht sich am einfachsten und vollstindigsten der Invarianzcharakter 
der in dem Ausdruck von G*(&) auftretenden Koeffizienten aus, und ins- 
besondere geht daraus hervor, da’ ©? nicht die Komponenten einer ge- 
mischten Tensordichte 2. Stufe sind; wir sprechen hier von einer »Pseudo- 
Tensordichte«. Fiihren wir in (77) die Ausdriicke (70), (78) ein, so ent- 
steht ein Integral, dessen Integrand lautet 


JEEP e442 (288 A Oe 
ea aS 2710S (58 Bb gen ps) — YW oe 
Wegen 

0 ei 
sat : hear Sap Pi => =alene p a Ts ae 


und der a von 8“? ist 


du 
es i putea v We — Ty, a; WH — 14 Wwe. 


Uben wir auf das letzte Glied unseres Integranden noch eine partielle 
Integration aus, so erhalten wir daher 
J* nC We 2 &) 


ox, 


xt Jt Li sOr 


Nach der oben angewendeten SchluBweise entspringen daraus die Iden- 
titaten : 


: . (39 %ee 
(79) [vcly Qi ea Ws) + ft = o und 
(80) O16" (é) — 887) 


OXxE 
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Die letzte zerspaltet sich in die folgenden vier: 


SF 0BF a Hi" 


& 
= YW; 5 


dx, oe 0X, 


aps a ) poe apy q y 

| rag to gr igh torte 
ig 

Ersetzt man in (,) nach (,) 


OFF durch — 67°" He" 


so geht daraus hervor, daB 


oe 


(80 32,3, 4) 


apr” 


dx, 


a Her 

schiefsymmetrisch ist in den Indizes @f6. Fiihren wir $3" statt ge" ein, 
so enthalten (,) und (,) also lediglich Symmetrie-Aussagen, (,) aber geht 
iiber in 


> ae 32 il ware 


81 of has 

Daraus folgt (,), weil wegen der Symmetriebedingungen 
97 HF" > 35 fPr 
re he arte ke 


Beispiel, Fiir die Maxwellsche Wirkungsdichte gilt, wie man sofort 
einsieht, 
OUP =I] 70 Oe, 
infolgedessen: 
ia 0o, HH =f; SF = 1d? —f,f, die GréBen H=—o. 


Unsere Identititen liefern also 


ow oa 
100) ae ee US f= s0-5 
k 
k k IG; 10 ap a 
Sc ts — ap tas 
®: Sne ( 2 dx; Su Fae 


Die in der letzten Zeile stehenden beiden Formeln ee wir friiher, die 
erste auf S. 209, die zweite auf S. 150, durch Rechnung gefunden; die 
letzte driickte damals aus, da& zwischen der Maxwellschen Tensordichte 
G* der Feldenergie und der ponderomotorischen Kraft der geforderte Zu- 
sammenhang besteht. 

Feldgesetze und Erhaltungssdtze. Nimmt man in (70) fiir 0 eine be- 
liebige Variation, die auBerhalb eines endlichen Gebiets verschwindet und 
fiir £ die ganze Welt oder ein solches Gebiet, auBerhalb dessen 0 = 0 
ist, so kommt 


[038 dx = fw'deps+ 28 dga)dx 
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Ist if; % dx die Wirkungsgr6Be, so erkennt man daraus, daB in dem Ha- 
miltonschen Prinzip die folgenden invarianten Gesetze enthalten sind: 


: k 
ii’ == ©, Ms == © , 


von denen wir die ersten als die elektromagnetischen, die zweiten als 
die Gravitationsgesetze zu bezeichnen haben. Zwischen den linken Seiten 
dieser Gleichungen bestehen 5 Identititen, die unter (74) und (79) auf- 
gefiihrt sind. Es sind also unter den Feldgleichungen 5 iiberschiissige 
enthalten, entsprechend dem von 5 willkiirlichen Funktionen abhangigen 
Ubergang von einem Bezugssystem zu einem beliebigen anderen. 

Nach (75,) haben die elektromagnetischen Gesetze die folgende Ge- 
stalt : 


(32) So" = 8) fund (67) 


— ganz im Einklang mit der Maxwellschen Theorie: 8’ ist die Dichte 
des Viererstroms, die lineare Tensordichte 2. Stufe )’* die elektromagne- 
tische Felddichte. Ohne noch die Wirkungsgroéfe zu speztalisieren, konnen 
wir aus der Eichinvarianz allein die ganze Struktur der Maxwellschen 
Theorie ablesen. Die besondere Gestalt der Hamiltonschen Funktion % 
beeinfluBt allen die Formeln, nach denen sich Strom und Felddichte 
aus den ZustandsgréBen ;, giz des Weltathers bestimmen. Im Falle 
der Maxwellschen Theorie im engeren Sinne (Y=), die ja nur im 
leeren Raum giiltig ist, wird, wie es sein muf, h’* = f*, 3’ =o. 

Wie die 8° die Dichte des Viererstroms konstituieren, so wird das 
Schema der Gf als die Pseudotensordichte der Energie zu deuten sein; 
im einfachsten Falle Y% = { stimmt diese Erklarung mit den Maxwell- 
schen Ausdriicken iiberein. Zs ge/lten allgemein nach (75,) und (80,) 
adie Erhaltungssatze 
sf SF 


? 


Ox; Oxz% an 


Und zwar folgen die Erhaltungssadtse auf doppelte Weise aus den Feld- 
gesetzen, Es ist némlich nicht nur 


03? Ls dtp? 


—— ==——., sondern auch = — 29%: 
Ox; 0x; 7 oe 
& k 
z : a z } 
Se nicht) nur) == » sondern auch =}; We — fiz w* . 


Oxz OX, 


Die Gestalt der Gravitationsgleichungen geht aus (81) hervor. Die Feld- 
gesetze und die zu ihnen gehérigen Erhaltungssatze lassen sich nach (75) 
und (80) iibersichtlich zusammenfassen in die beiden Gleichungen 

3327 i(é 

Biz) 9S*(S) 


aaa edt 


0x; Ox; 
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Die enge Beziehung, die zwischen den Erhaltungssitzen von Energie- 
Impuls und der Koordinateninvarianz besteht, wurde schon friiher von 
uns erkannt. Zu diesen vier tritt aber als fiinfter der Erhaltungssatz der 
Elektrizitat hinzu, und ihm mu konsequenterweise eine Invarianzeigen- 
schaft entsprechen, die eine fiinfte willkiirliche Funktion mit sich bringt; 
als solche erscheint hier die Eichinvarianz. Ubrigens gewannen wir friiher 
den Erhaltungssatz fiir Energie-Impuls aus der Koordinateninvarianz nur 
dadurch, da’ die Hamiltonsche Funktion aus zwei Teilen, der Wirkungs- 
funktion des Gravitationsfeldes und der des »physikalischen Zustandes<, 
bestand; beide Teile mu8ten auf verschiedene Weise behandelt und die 
Teilergebnisse in geeigneter Weise zusammengefiigt werden (§ 33). Kenn- 
zeichne ich diejenigen Gréfen, welche aus Y&* + dv* entstehen, wenn 
ich die Variation der FundamentalgréBen aus (76) mit 7 = o statt aus 


(78) entnehme, durch einen vorgesetzten Stern, so gelten allgemein zu- 
*6" 

folge der Koordinateninvarianz die »Erhaltungssitze« 5 ==, a Aber 
Xf 


fiir die seit § 28 zugrunde gelegte zweiteilige Wirkungsfunktion sind *6* 
nicht die Energie-Impulskomponenten, Wohl haben wir fiir den Gravita- 
tionsbestandteil (¥3 = ©) die Energie durch *G? definiert (§ 33), fiir den 
elektromagnetischen Bestandteil aber (W— &, § 28) WW? als Energie- 
komponenten eingefiihrt. Dieser zweite Bestandteil 2 enthilt nur die 
giz selber, nicht deren Ableitungen; fiir eine solche GréBe ist nach (80,) 
BF — GS? Dadurch kénnen wir (unter Benutzung derjenigen Tr ransfor- 
mation, welche die Fundamentalgrofen bei einer infinitesimalen Abdnderung 
der Eichung erfahren) die beiden verschiedenen Definitionen der Energie 
einander angleichen, wenn auch nicht ganz ausgleichen. Erst hier lésen 
sich diese Diskrepanzen, da wir erst auf Grund der neuen Theorie zu einer 
Erklarung des Stromes 3’, der elektromagnetischen Felddichte * und der 
Energie ©? kommen, welche nicht mehr an die Voraussetzung gebunden 
ist, da® die Wirkungsgr6Be aus zwei Teilen zusammengesetzt ist, von 
denen der eine die g; und ihre Ableitungen, der andere die Ableitungen 
der giz nicht enthilt. Die virtuelle Deformation des Weltkontinuums, 
welche zur Definition von ©? fiihrt, mu8 dabei Metrik und Linienelemente 
in unserem und nicht im Linsteinschen Sinne »ungedndert« mitnehmen. 
Die Erhaltungssitze fiir 3’ und G? sind dann ebenfalls an keine beson- 
dere Annahme iiber die Zusammensetzung der WirkungsgréBe gebunden. 
Von der in § 28 vertretenen Auffassung haben wir uns abermals, nach- 
dem schon in § 33 die Totalenergie eingefiihrt war, zu eimem hoheren 
und das Ganze einheitlicher umfassenden Standpunkt erhoben. Was die 
Einsteinsche Gravitationstheorie fiir die Gleichheit von trager und schwerer 
Masse leistet: daB sie nimlich deren Ubereinstimmung als wesensnot- 
wendig erkennt, nicht aber als Ausflu8 eines unbegriffenen Naturgesetzes, 
das leistet die hier entwickelte Theorie fiir die in der Struktur der Max- 
wellschen Gleichungen und den Erhaltungssatzen zum Ausdruck kommen- 
den Tatsachen. 
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Die Erhaltungssitze haben wie in § 33 bei Integration iiber den Quer- 
schnitt eines Systemkanals zur Folge, daB, wenn aufBferhalb desselben 3° 
und ©? verschwinden, das System konstante Ladung ¢ und konstanten 
Energie-Impuls J besitzt. Beide kénnen, nach den Maxwellschen Gleichungen 
(82) bzw. den Gravitationsgleichungen (81), dargestellt werden als Flu8 
eines gewissen riumlichen Feldes durch eine das System einschlieBende 
Oberflache 2. Nehmen wir diese Darstellung als Definition, so gelten 
die integralen Erhaltungssiitze auch dann, wenn innerhalb des System- 
kanals das Feld eine wirkliche Singularitét besitzt. Zum Beweise ersetze 
man das Feld innerhalb des Kanals in willkiirlicher Weise (natiirlich unter 
Wahrung des stetigen Anschlusses nach aufSen) durch ein regulares und 
definiere die 8 und ©? durch die Gleichungen (82), (81) (in denen die 
rechten Seiten durch o zu ersetzen sind) auf Grund der zum abgednderten 
Felde gehérenden GréBen h und §. Die iiber den Kanalquerschnitt (das 
Innere von 2) zu erstreckenden Integrale dieser fiktiven GréBen 3° und 
©? sind konstant; andrerseits stimmen sie tiberein mit den erwahnten 
Fliissen des wirklichen Feldes durch die Oberflaiche 2, da auf 2 das 
fingierte Feld mit dem wirklichen iibereinstimmt. 


§ 36. Durchfiihrung des einfachsten Wirkungsprinzips. Die 
Grundgleichungen der Mechanik. 


Wir miissen jetzt zeigen, daB im Rahmen der neuen Theorie fiir WW 
ein Ansatz méglich ist, der in den durch die Erfahrung bestiitigten Kon- 
sequenzen mit der Einsteinschen iibereinstimmt. Rechnerisch am_ be- 
quemsten durchzufiihren ist der folgende**) (von dem ich nicht behaupte, 
daB er in der Natur realisiert ist): 

(83) B= —iF*Ve+al. 

Die Wirkungsgrofe soll sich also zusammensetzen aus dem mittels des 
Kriimmungsradius der Welt als Langeneinheit gemessenen Volumen [vegl. 
§ 17, (62)] und der Maxwellschen Wirkung des elektromagnetischen Feldes; 
die positive Konstante c ist eine reine Zahl. Es folgt 


6% = — 1 F0(FVg) +2F70Ve-+ dl. 
Wir nehmen an, da — ¥ positiv ist; dann kann die Eichung durch 
die Forderung /“ = — 1 eindeutig festgelegt werden: 


OW gleich der Variation von $/Vg+iVg+al. 
Benutzen wir fiir / die Formel § 17, (61), lassen die Divergenz 
5 (Ve g’) 
0X; 
fort, die ja bei der Integration iiber die Welt verschwindet, und fiihren 


durch eine partielle Integration das Weltintegral von d(:RVg) iiber in 
das Integral von 0G (§ 28), dann lautet unser Wirkungsprinzip 


(84) bf Bax =o, und es ist 8 => G+ al +2Ve{i — 3 (9:94). 
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Unsere Normierung bedeutet, da8 wir mit kosmischen MaBstiben 
messen. Wahlen wir auch die Koordinaten x; so, daB Weltstellen, deren 
Koordinaten sich um Betrége von der GroSenordnung 1 unterscheiden, 
kosmische Entfernung haben, so werden wir annehmen diirfen, da8 die 
&i% und g; von der GréBenordnung 1 werden. (Dabei ist es freilich Tat- 
sache, da® diese Potentiale dennoch in Abmessungen, welche gegeniiber 
den kosmischen au8erordentlich klein sind, merklich variieren.) Durch 
die Substitution «; = éx; fiihren wir Koordinaten der 'gewéhnlich be- 
nutzten GroBenordnung ein (Gréfenordnung des menschlichen Kérpers); 
é ist eine sehr kleine Konstante. Die giz andern sich bei dieser Trans- 
formation nicht, wenn wir gleichzeitig diejenige Umeichung vornehmen, 


eae: anes : 
welche d¢s* mit Po multipliziert. Im neuen Bezugssystem ist dann 


2 


Sik = Sik, Pi = epi, F=—e 
Eh : : ey ; 
— ist demnach, in menschlichem Mafe, der Kriimmungsradius der Welt. 
Behalten giz, g; ihre alte Bedeutung, verstehen wir aber jetzt unter x; 
die bisher mit +; bezeichneten Koordinaten und sind [%, die diesen Ko- 
ordinaten entsprechenden Komponenten des affinen Zusammenhangs, so 
wird 


B= (G+ al) + Ve lr —3 (pe, 


ak ¥ a - 
Vz — {" | ate £67 (0; De a ORD: s Sik p”) . 
Onter Vernachlissigung der winzigen kosmologischen Terme erhalten wir 
hier also genau adie klassische Maxwell-Einsteinsche Theorie der Elektrizitat 
und Gravitation. Um Ubereinstimmung mit den in § 34 verwendeten 


2 


- é 5 : 
Bezeichnungen zu erhalten, hat man —-— A zu setzen. Vollig zwangs- 
2 


liufig liefert unsere Theorie Eznsteins kosmologisches Gled = h Veg. Die 


gleichformige Verteilung ruhender, elektrisch neutraler Materie tiber den 
ganzen (sphirischen) Raum ist also ein mit unserm Gesetz vertraglicher 
Gleichgewichtszustand. Wéahrend aber in der Einsteinschen Theorie (vgl. 
§ 34) zwischen dem dort als universelle Naturkonstante auftretenden A 
und der Gesamtmasse der Welt eine prastabilierte Harmonie bestehen 
muB (weil jede dieser beiden GréSen fiir sich schon die Kriimmung der 
Welt bestimmt), ist es hier (wo A lediglich die Kriimmung Jdedeutet), so, 
daB die in der Welt vorhandene Masse die Weltkriimmung determuiniert ; 
mir scheint, da® dadurch iiberhaupt erst die Einsteinsche Kosmologie 
physikalisch méglich wird. — Im Falle der Anwesenheit eines elek- 
trischen Feldes ist Einsteins kosmologisches Glied durch das weitere 


— 2 1V ¢ (pi) zu erginzen; und auch in den Komponenten [% des 
2 
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Gravitationsfeldes tritt ein von den elektromagnetischen Potentialen ab- 


hingiges kosmologisches Glied auf. — Unserer Theorie liegt eine be- 
stimmte Elektrizititseinheit zugrunde; sie sei in gewdhnlichen elektro- 
statischen Einheiten = ¢. Da in (84) bei Benutzung dieser Einheiten 


2 wr Re 
2 statt @ auftritt, ist 


2 
2e°% a eVx I We : 
2 — ff c g ae) 


Cc é 


unsere Einheit ist diejenige Elektrizititsmenge, deren Gravitationsradius 


a ‘i ; 
an dem Kriimmungsradius der Welt ist. Sie ist daher ebenso wie 
2 


das Wirkungsquantum 1 von kosmischer GréBe. Das kosmologische Mo- 
ment, das Einstein erst nachtriglich seiner Theorie einfiigte, haftet der 
unseren von ihren ersten Grundlagen her an. 
Variation der g; liefert die Maxwellschen Gleichungen 
a 
dz : 


und dabei ist hier einfach 
2 3 Amn 
Ce 
= gVen 


Wie nach Maxwell der Ather Sitz von Energie und Masse ist, so er- 
halten wir also hier auch eine diinn durch die Welt verteilte elektrische 
Ladung (samt Strom). Variation der g;z liefert die Gravitationsgleichungen 
R + AVE 

(8s) gi “2 of = a8, | 

Ti = + Hp) OF — fol — gd. 
Die Erhaltung der Elektrizitat driickt sich in der Divergenzgleichung 
(86) (Veg) _ 

Ox; 

aus; sie folgt einerseits aus den Maxwellschen Gleichungen, mu8 ander- 
seits aber auch nach unsern allgemeinen Resultaten aus den Gravitations- 
gleichungen hergeleitet werden kénnen. In der Tat: verjiingen wir diese 
nach 72, so kommt 

R+ 2h = F(pig’) 
und daraus in Verbindung mit — “= 2A abermals (86). Fiir die Pseudo- 
tensordichte von Energie-Impuls findet man, wie zu erwarten, 


P= aS? + {6 + 21V gd: — eu L ier. 4} 


Aus der Gleichung 0’ ff Bdx =o fiir eine Variation 6’, die durch die 
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Verschiebung im eigentlichen Sinne hervorgebracht wird [Formeln (76) 
mit §* = konst., 7 = o], erhalt man ndmlich zunichst 
a(*SF 
(37) ee =) eae eky 
Oxz 


wo 
rm) a rt) r 
cof = mat owes 4 le 


Um die Erhaltungssitze zu gewinnen, muS man nach Friiherem die 
Maxwellschen Gleichungen in der Form schreiben 


0 (8 + = *) 


Xk 
Ox; bist 
darin 2 = —'(g;§&) setzen und die so hervorgehende Gleichung mit « 
multipliziert zu (87) addieren. Dann kommt in der Tat 
(Se) 
Oxz 


In G? treten folgende Glieder auf: die Maxwellsche Energiedichte des 
elektromagnetischen Feldes 


107 Sa A eee 


die Gravitationsenergie 
G07 = 1 S08 ap, & 
2 Ox; 
und die kosmologischen Zusatzterme 
£(AV g ++ pr 8") Or — 9:8". 

Die statische Welt ist von Hause aus geeicht; es fragt sich, ob fiir 
diese ihre Eichung / = konst. ist. Die Antwort lautet bejahend. Eichen 
wir namlich die statische Welt um auf die Forderung “== —1 und 


kennzeichnen die dadurch hervorgehenden Gré8en durch Uberstreichung, 
so ist 


z: F; oF Boye 

Pi = — | WO Fi aa gesetzteista(zi—=814 2393) 
gn = — Fen, also g* = — = ci = FV z, 

und die Gleichung (86) liefert 


08° Bay aes 
3 We (8 = Ver). 


Daraus folgt aber “ = konst. 

Dadurch da8 zu Einsteins kosmologischem Glied hier ein weiterer elek- 
trischer Term hinzugetreten ist, wird die Existenz eines materiellen Teil- 
chens méglich, ohne daf ein Massenhorizont erforderlich ist; das Teilchen 
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ist notwendig elektrisch geladen. Nehmen wir, um die statischen kugel- 
symmetrischen Liésungen zu bestimmen, die alten Bezeichnungen aus § 31 
wieder auf und verstehen unter ~ das elektrostatische Potential, so lautet 
das Integral, dessen Variation verschwinden muB, 


2 od et Ae} j) 2 hh?” 
[BraraflwF — ——= ao — (4 = 39) ar 


(der Akzent bedeutet die Ableitung nach 7). Variation von w, 4 und 
liefert die Gleichungen 


, hr? h? ~’ ar’g’’ 
(EB) Oe, 


rp \ OS 7 Pp 
( A 0 ae ay 

Durch die vorgenommenen Normierungen ist das raéumliche Koordinaten- 
system bis auf eine Euklidische Drehung festgelegt, daher 4° eindeutig 
bestimmt; in f und @ bleibt zufolge der freien Wahl der Zeiteinheit 
ein gemeinsamer konstanter Faktor willkiirlich (ein Umstand, der sich 
iibrigens dazu benutzen laBt, die Ordnung unseres Problems um I zu 
reduzieren). Wird der Aquator des Raumes fiir »==~7, erreicht, so 
miissen die auftretenden GroBen als Funktionen von z = V7r3—~7’ bei 
z =o das folgende Verhalten zeigen: f und ~ regular, dazu f = 0; 2 
wird in 2. Ordnung unendlich, 4 daher in erster. Die Differential- 
gleichungen selber ergeben, daB die Entwicklung von #*z* nach Potenzen 
von z mit dem Gliede 23 beginnt, wo 


— das zeigt iibrigens, da8 4 notwendig positiv (die Kriimmung / negativ) 
sein mu und p> —, wahrend fiir die Anfangswerte /,., ~, von f 
und @ é 

Ue me hs Po 
gilt. Sind diametrale Punkte zu identifizieren, so muB @ eine gerade 
Funktion von z sein, und die Lésung ist durch die den angegebenen 
Bedingungen geniigenden Anfangswerte fiir z= 0 eindeutig bestimmt?”). 
Sie kann nicht im ganzen Bereich o Sr S~,, regular bleiben, sondern 
mu8, wenn wir 7 von ~, her abnehmen lassen, spatestens bei =o 
eine Singularitat bekommen. Denn sonst folgte aus der Differential- 
gleichung fiir ~ durch Multiplikation mit gw und Integration von o bis 7,: 


ro 


a 2 you a2 a 
JG(9 + 31g") dr oO. 
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Die Materie ist demnach eine wirkliche Singularitit des Feldes. DaB die 
Zustandsgr6Ben in Bereichen merklich variieren, deren Lineardimensionen 


measly O, I j ba es 3 
winzig sind gegeniiber ¥r’ erklart sich vielleicht daraus, da® fiir 7 
A 


: : Pe 
ein Wert zu nehmen ist, der ungeheuer grof gegeniiber 7 ist. Daf alle 


Elementarteile der Materie dieselbe Ladung und Masse besitzen, scheint 
— im Einklang mit der in § 32 entwickelten Vorstellung, nach der sie 
sich vom Unendlichen her bestimmen — daher zu riihren, da® sie sich 
alle in dieselbe Welt {vom gleichen Radius ~,) einbetten. 

Wir wollen zum Schlu8 die mechanischen Gleichungen aufstellen, 
welche die Bewegung eines materiellen Teilchens regeln. ‘Tatsichlich 
haben wir bisher tiberhaupt noch keine haltbare Herleitung dieser Glei- 
chungen im Rahmen der allgemeinen Relativitiatstheorie gegeben; das soll 
hier endlich nachzuholen versucht werden. Wir werden bei dieser Ge- 
legenheit das in § 32 gegebene Versprechen einldsen; nimlich zeigen, 
daB allgemein die triage Masse der FluB des Gravitationsfeldes durch 
eine das Teilchen umschlieBende Flache ist, auch wenn die Materie als 
eine das Feld begrenzende, selber sozusagen jenseits des Feldes gelegene 
Singularitéat aufgefaBt werden muff. Der Vorstellung einer sich bewegen- 
den Substanz diirfen wir uns dabei gewif nicht bedienen; die ihr ent- 
sprechenden Ansitze (§ 27) 


fe a 
dmds = wax, Ss == wuz? 


sind ndmlich hier ganz unmdglich, weil sie den zu fordernden Invarianz- 
eigenschaften widersprechen. Denn nach der ersten Gleichung ist “ eine 
skalare Dichte vom Gewichte $, nach der zweiten aber vom Gewichte 0, 
da &* eine Tensordichte im eigentlichen Sinne ist. Und man sieht, daB 
diese Ansitze in der neuen Theorie aus dem gleichen Grunde unméglich 
sind, infolgedessen sie in der Einsteinschen, wie am Schlu8 yon § 33 
erwdhnt, zu einem falschen Wert der Masse fiihren. Es hangt das offen- 


bar auf engste damit zusammen, daf jetzt das Integral fanas iiberhaupt 


keine Bedeutung hat, also auch nicht als »Substanzwirkung der Gravitation« 
eingefiihrt werden kann. Den ersten Schritt zu einem wirklichen Beweis 
der mechanischen Gleichungen haben wir bereits in § 33 getan; dort 
wurde der spezielle Fall erledigt, da der K6rper vollstandig isoliert ist, 
auf ibn gar keine auferen Krafte einwirken. 

Wir ersehen daraus sogleich, da8 wir ausgehen miissen von den fiir 
die Gesamtenergie G* giiltigen Erhaltungssitzen 


Sy 
Mx, 


(39) 


Es werde um das materielle Teilchen ein Volumen S2 abgegrenzt, dessen 
Dimensionen groB sind gegeniiber dem eigentlichen Konzentrationskern 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 4. Aufl. 18 
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des Teilchens, klein gegeniiber denjenigen Abmessungen, in denen das 
auBere Feld sich merklich dndert. Bei der Bewegung beschreibt 2 in 
der Welt einen Kanal, in dessen Innern der Stromfaden des Materie- 
teilchens hinflie8t. Das Koordinatensystem, bestehend aus der »Zeit- 
koordinatee «, == ¢ und den »Raumkoordinaten« x,*,,, sei so beschaffen, 
daB die Raiume x, = konst. den Kanal durchschneiden (der Durchschnitt 
ist das oben erwahnte Volumen 2). Die in einem Raume x, = konst. 
iiber Q zu erstreckenden Integrale 


ii S2dx,dx,dx, = Jz, 


welche Funktionen der Zeit allein sind, stellen die Energie (¢ == 0) und 
den Impuls ( = 1, 2, 3) des materiellen Teilchens dar. Integrieren wir 
die Gleichung (89) im Raume x, = konst. iiber 2, so liefert das erste 


? ad, : : 
Glied (4 = 0) die zeitliche Ableitung re die Integralsumme iiber die 


drei letzten Glieder aber verwandelt sich nach dem Gauf8schen Satz in 


ein iiber die Oberflache von {2 zu erstreckendes Integral — X;. So 
kommen die mechanischen Gleichungen zustande 

ad; 

Se SS KS 
(90) ae 


auf der linken Seite stehen die Komponenten der » 7ragheitskrajt«. auf 
der rechten die Komponenten der duBeren »/e/dkraft«. Nicht blo die 
Feldkraft, sondern auch der vierdimensionale Impuls J; kann nach der 
SchluBbemerkung von § 35 dargestellt werden als ein Flu8 durch die 
Oberfliche von £2, Wenn das Innere des Kanals eine wirkliche Singu- 
laritat des Feldes einschlieBt, muB der Impuls sogar notwendig in dieser 
Weise definiert werden, und es fiihrt auch dann der am Ende von § 35 
verwendete Kunstgriff des »fingierten Feldes« zu den oben bewiesenen 
mechanischen Gleichungen. s ist von fundamentaler Wichtigkeit, zu 
bemerken, dap in ihnen nur Grofen in Beziehung sueinander gesetzt werden, 
die sich aus dem Feldverlauf auperhalb des Teilchens (auf der Oberfliche 
von 92) destimmen und nichts zu tun haben mit den singuliren Zustinden 
im Innern desselben. — Nicht auf der Trennung von Energie-Impuls in 
solche des duferen Feldes und des Teilchens (wie wir die Sache in § 25 
darstellten), sondern auf dieser durch die Scheidung von Zeit und Raum 
bedingten Gegeniiberstellung des ersten und der drei letzten Glieder in 
den Divergenzgleichungen der Erhaltungssiitze, auf dem Umstande, dag 
die Singularitdts-Kanile der materiellen Teilchen nur in ever Dimension 
eine unendliche, in drecen eine eng begrenzte Ausdehnung haben, beruht 
in Wahrheit der Gegensatz von kinetisch und potentiell, welcher im 
Grundgesetz der Mechanik zum Ausdruck kommt. Diese Auffassung wurde 
am deutlichsten von Mie in dem 3., von »Kraft und Trigheit« handeln- 
den ‘Teil seiner bahnbrechenden »Grundlagen einer Theorie der Materie« 
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vertreten 3°), Es gilt jetzt, diesen Standpunkt fiir das gegenwartig ange- 
nommene Wirkungsprinzip durchzufiihren. 

Dazu ist es notig, sich genau Rechenschaft zu geben iiber den Sinn 
der elektromagnetischen und der Gravitationsgleichungen. Sprechen wir 
zunaichst von den Maxwellschen Gleichungen, so diirfen wir ganz von der 
Gravitation absehen, stellen uns einen Augenblick also wieder auf den 
Boden der speziellen Relativititstheorie. Es hiefSe, in die Substanzvor- 
stellung zuriickfallen, wenn wir die Maxwell-Lorentzsche Gleichung 

df 

— = ou’ 

Oxz% g 
so wo6rtlich interpretieren wollten, da wir sie auf die Volumelemente 
eines Elektrons anwenden., Ihre wahre Meinung ist vielmehr die folgende: 
AuBerhalb des Q-Kanals gelten die homogenen Gleichungen 

re 

I — === 
(92) xe 
Die einzige statische kugelsymmetrische Lésung fz derselben ist die aus 
dem Potential — entspringende; sie liefert den Flu8 e¢ [und nicht 0, wie 
Ta 


es bei einer singularitatenfreien Lésung von (g1) der Fall wire] des elek- 
trischen Feldes durch eine das Teilchen einschliefBende Hiille 2. Wegen 
der Linearitét der Gleichungen (91) gehen diese Eigenschaften nicht ver- 


loren, wenn man zu fz eine beliebige singularitatenfreie Losung fz der 
Gleichungen (91) hinzufiigt; eine solche ist insbesondere /;z = konst. 


Von dieser Art: fiz + fix Soll das Feld sein, welches unser sich bewegen- 
des Elektron umgibt, falls wir in dem betrachteten Moment ein Koordi- 
natensystem einfiihren, in welchem das Elektron ruht; diese Annahme 
iiber die Beschaffenheit des Feldes auSerhalb 2 ist natiirlich nur gerecht- 
fertigt, wenn quasistationire Bewegung vorliegt, die Weltlinie des Teilchens 
hinreichend wenig von einer Geraden abweicht. Der Term oz in der 
Lorentzschen Gleichung soll den Einflu8 der Ladungs-Singularitaten in 
Bausch und Bogen zum Ausdruck bringen fiir ein Gebiet, das viele Elek- 
tronen enthalt. Aber man sieht, da dieser Ansatz iiberhaupt nur in 
Frage kommt fiir guasistationire Bewegung. Dariiber, was bei starker Be- 
schleunigung geschieht, Ja8t sich gar nichts sagen. Die heute unter allen 
Physikern verbreitete Meinung, daf nach der klassischen Elektrodynamik 
ein stark beschleunigtes Teilchen strahlt, scheint mir ganz unbegriindet; 
sie rechtfertigt sich nur dann, wenn man den Lorentzschen Gleichungen 
die vorhin zuriickgewiesene, allzu wortliche Auffassung unterlegt und da- 
bei noch annimmt, daf& die Konstitution des Elektrons durch die Be- 
schleunigung nicht modifiziert wird. Die durch die Erfahrung glinzend 
bestitigte Bohrsche Atomtheorie hat zu der Vorstellung gefiihrt, daB es 
fiir die im Atom umlaufenden Elektronen einzelne stationare Bahnen gibt, 
auf denen sie dauernd ohne Ausstrahlung verharren konnen; nur beim 


18* 
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Ubergang von einer stationdren Bahn auf eine andere wird die dabei 
vom Atom verlorene Energie als elektromagnetische Schwingungsenergic 
ausgesandt3), Wenn die Materie als Grenzsingularitét des Feldes auf- 
gefaBt werden muB, sagen unsere Feldgleichungen nur etwas aus iiber die 
méoglichen Zustande des Feldes, nichts iiber die Verursachung der Leld- 
sustande durch die Materie; diese Liicke fiillt einstweilen in einer prin- 
zipiell noch véllig unverstandenen Weise die Quantentheorie aus. — Die 


obige Annahme iiber den singuldren Bestandteil f des das Teilchen um- 
gebenden Feldes ist nach unserer Meinung zutreffend fiir ein quasistationar 
bewegtes Elektron. Natiirlich kann man aber auch andere Annahmen 
verfolgen; wenn das Teilchen z. B. ein strahlendes Atom ist, wird man 


fiir fz das Feld eines schwingenden Hertzschen Dipols zu setzen haben 
(das ist ein mdglicher Feldzustand, der freilich nach Bohr auf ganz andere 
Weise durch die Materie verursacht wird, als es Hertz sich vorstellte). 

Was die Gravitation betrifft, so stellen wir uns zundchst auf den 
Boden der urspriinglichen Einsteinschen Theorie. Da haben die (homo- 
genen) Gravitationsgleichungen (nach § 31) eine statische kugelsymmetrische 
Loésung, die von einer einzigen Konstanten m, der Masse, abhangt; der 
Flu8 des Gravitationsfeldes durch eine hinreichend groBe Kugel um das 
Zentrum ist nicht = 0, wie es sein miiBte, wenn die Lésung ohne Sin- 
gularitét ware, sondern =m. Wir nehmen an, daf diese Losung fiir 
unser sich bewegendes Teilchen in folgendem Sinne mafgebend ist: Den 
auBerhalb des Kanals herrschenden Wertverlauf der g;z denken wir uns 
glatt iiber den Kanal ausgedehnt, indem wir die feine tiefe Furche, 
welche die Bahn des Materieteilchens in das metrische Antlitz der Welt 
reiBt, ausglatten, und behandeln den Stromfaden des Teilchens als eine 
Linie in diesem ausgeglatteten metrischen Felde. ds sei das zugehdrige 
Eigenzeit-Differential. Wir konnen zu einer Stelle des Stromfadens ein 
solches (»normales«) Koordinatensystem einfiihren, daB dort 


ds* = dx2 — (dx? + dx? + dx3) 


: : : 0% : ’ : 
wird, die Ableitungen verschwinden und die Richtung des Strom- 
fadens durch 
aX, : ax, :aX,>dx,=1:0:0:0 


gegeben ist. In diesen Koordinaten soll das Feld durch die erwahnte 
statische Losung ausgedriickt werden (natiirlich nur in einer gewissen Um- 
gebung des betrachteten Weltpunkts, aus welcher der Kanal des Teilchens 
auszuschneiden ist). Deuten wir die normalen Koordinaten x; als Carte- 
sische in einem vierdimensionalen Euklidischen Bildraum, so geht durch 
diese Abbildung die Weltlinie des Teilchens iiber in eine gewisse Kurve 
des Bildraums; unsere Annahme ist natiirlich wiederum nur dann zulissig, 
wenn die Bewegung quasistationdr ist, d. h. wenn diese Bildkurve an der 
betrachteten Stelle wenig gekriimmt ist. (Die Verwandlung der homo- 
genen Gravitationsgleichungen in die inhomogenen, auf deren rechter 
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Seite der Tensor «z;uz auftritt, beriicksichtigt die Massensingularitaten, 
indem sie sie zu einem Kontinuum »verschmiert«; berechtigt ist dieser 
Ansatz nur im quasistationdren Fall.) 

Nun zuriick zur Herleitung der mechanischen Gleichungen! Wir be- 
nutzen ein fiir allemal die durch “= konst. normierte Eichung und ver- 
nachlassigen die kosmologischen Terme auSerhalb des Kanals. Der Ein- 
flu8 der Ladung des Elektrons auf des Gravitationsfeld ist, wie wir wissen 
(§ 32), in hinreichender Entfernung von dem Teilchen gegeniiber dem 
Einflu8 der Masse zu vernachlissigen. Infolgedessen kénnen wir, im nor- 
malen Koordinatensystem rechnend, als Gravitationsfeld das oben er- 
wahnte annehmen. Die Bestimmung des elektromagnetischen Feldes ist 
dann wie im gravitationslosen Fall ein lineares Problem; es soll die oben 
hergeleitete Form fiz + fiz besitzen (mit fz = konst. auf der Oberflache 
von $2), Dieser Ansatz ist aber nur dann mit den Feldgesetzen vertrig- 
lich, wenn ¢ = konst. ist. Zum Beweise berechnen wir aus einem den 
Kanal regular ausfiillenden fingierten Feld, das sich nach aufen an 
das wirklich bestehende anschlieBt, in einem willkiirlichen Koordinaten- 
system 

of 
, OXZ 


Ei, [sax,dx, ds, aS 
2 


e* ist von der Wahl des fingierten Feldes unabhangig, da es sich als ein 
FeldfluB durch die Oberflaiche von 2 darstellen laBt. Da (bei Vernach- 


lassigung der kosmologischen Terme) die 8’ auf dieser Oberfliche ver- 
schwinden, liefert die Definitionsgleichung 
i * 


de 
aus == o sofort durch Integration ere aes 


Xe 


und auBerdem zeigt die Uberlegung von § 33, da® e* unabhiangig ist 
von dem gewiahlten Koordinatensystem. Benutzen wir an einer Stelle das 
normale Koordinatensystem, so zeigt die Darstellung von e* als Feldfluf, 
dabire™ = ="e ist: 

Von der Ladung zum Impulse iibergehend, miissen wir zunachst be- 
achten, daB wir uns hier beziiglich der Darstellung der Energie-Impuls- 
komponenten durch Feldfliisse nicht auf die allgemeine Theorie des § 35 
berufen diirfen, weil wir durch die partielle Integration, welche zu (84) 
fiihrte, die Koordinateninvarianz unserer WirkungsgroBe preisgegeben haben. 
Man mu8 daher folgendermafen verfahren. Mit Hilfe des den Kanal 
regular iiberbriickenden fingierten Feldes definieren wir 


¥ a a $y 
a©* durch den Ausdruck (Rf — 207 R) + (6 ee oe oer) 
fiir ihn ist die Gleichung 
SF 
we : 


(92) 
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eine Identitit. Daraus erhalten wir durch Integration die Gleichung (go) mit 


dz = [Stax,dx,dx, : 
2 


K; driickt sich aus als Feldflu8 durch die Oberfliche von 2; in diesen 
Ausdriicken kann das fingierte Feld durch das wirkliche und auferdem 
nach den Gravitationsgleichungen 


ic Z : 

— (RF — 26?R) durch 16% — fo 

a 

ersetzt werden. Bei Benutzung des normalen Koordinatensystems {allt 
nun hier der von der Gravitationsenergie herriihrende Anteil fort; denn 
deren Komponenten hangen nicht nur linear, sondern quadratisch von 


ry als A a 
den (verschwindenden) Ableitungen a ab. Es bleibt somit nur der nach 
Maxwell zu berechnende elektromagnetische Anteil. Da die Komponenten 
der Maxwellschen Energiedichte quadratisch vom Felde f +-/ abhangen, 


setzt sich jede derselben aus drei Termen zusammen gemad8 der Formel 
Te ia meien2) cee 

Von ihnen liefert jeweils das erste Glied keinen Beitrag, da der FluB 

eines konstanten Vektors durch eine geschlossene Oberfliche o ist; das 


letzte ist zu vernachlissigen, da es das schwache Feld f im Quadrat 
enthalt; es bleibt nur das mittlere. Dies aber liefert 


Kk; = Ope 


Von den Impulsgr6Ben ferner erkennen wir auf dem gleichen Wege wie 
in § 33, indem wir uns auf die Identititen (92) stiitzen und den Quer- 
schnitt des Stromfadens im Vergleich zum duSeren Felde als unendlich- 
klein behandeln: 1) da8 gegeniiber solchen Koordinatentransformationen, 
die im Kanalquerschnitt als linear zu betrachten sind, J; die kovarianten 
Komponenten eines vom Koordinatensystem unabhingigen Vektors sind; 
und 2) daB bei Abinderung des den Kanal erfiillenden fingierten Feldes 
(in § 33 war statt dessen von der Abinderung des Koordinatensystems 
im Kanal die Rede) die Gré8en J; ihre Werte behalten. Im normalen 
Koordinatensystem aber, wo das Gravitationsfeld, welches das Teilchen 
umgibt, die in § 31 errechnete Gestalt besitzt, ergibt sich, da man das 
fingierte Feld als ein statisches wahlen kann, nach S. 247: J, = Jd, 
= J,=o und J, gleich dem Flu8 einer riumlichen Vektordichte durch 
die Oberfliche von 2 und damit gleich m. Wegen der Kovarianzeigen- 
schaft von J; ist folglich nicht nur an der betrachteten Stelle des Kanals, 
sondern auch unmittelbar vorher und nachher 


: We 
= MU; (u as z : 
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Somit lauten die Bewegungsgleichungen unseres Teilchens im normalen 
Koordinatensystem: 


d(mu;) 


(93) ore, = efoi. 


: > : . d : 
Die ote dieser Gleichungen liefert A = 0; also fordern die Feldgleichungen 


die Konstanz der Masse. In einem beliebigen Koordinatensystem aber gilt 


gat a (m0102) ae ay 


We : Wie a Ce 
Denn die Beziehungen (94) sind invariant gegeniiber Koordinatentrans- 
formation und stimmen fiir das normale Koordinatensystem mit (93) 
liberein. Als notwendige Bedingung dafiir, dap sich ein Singularitats- 
Kanal, in dessen unmittelbarer Umgebung das Feld die geforderte Struktur 
besttzt, in den tibrigen Feldverlauf cinpapt, verlangen die Feldgesetze dem- 
nach, dap die Grifien e und m, welche an jeder Stelle des Kanals dic 
Singularitat charakterisieren, lings des Kanals konstant bleiben, die Welt- 
richtung des Kanals aber den Gleichungen 

dus — oSep ueue —= & - fia” 

m 


ds Ox; 
geniigt. 

Im Lichte dieser Betrachtungen muB, glaube ich, der in § 25 ver- 
fochtene Gedanke, da8 Masse und Feldenergie identisch seien, als eine 
voreilige SchluBfolgerung erscheinen und bekommt iiberhaupt die ganze 
Miesche Auffassung der Materie etwas Phantastisch-Unwirkliches. Freilich 
mute man innerhalb der speziellen Relativitatstheorie notwendig zu dieser 
Auffassung kommen; erst die allgemeine erméglicht es ja, die Masse 
als einen Feldflu8 darzustellen und der Welt solche Zusammenhangs- 
verhiltnisse zuzuschreiben, wie sie die Einsteinsche »Zylinderwelt« (§ 34) 
besitzt, wenn aus ihr einzelne sich beiderseits ins Unendliche erstreckende 
schlauchférmige Kanile herausgeschnitten werden. Jene Darstellung von 
m besagt, daB nicht nur trige und schwere Massen wesensidentisch sind, 
sondern beide, nimlich die Masse als Angriffspunkt des metrischen Fel- 
des auch wesensgleich ist mit der Masse als Lrzeuger des metrischen 
Feldes. Das physikalisch Bedeutungsvolle an der Behauptung von der 
Trigheit der Energie bleibt natiirlich trotzdem bestehen. Beispielsweise 
verliert ein strahlendes Teilchen um so viel an triger Masse, als die von 
ihm ausgestrahlte elektromagnetische Energie betrigt (an diesem Beispiel 
erkannte Einstein zuerst den engen Zusammenhang zwischen Energie und 
Trigheit); das lat sich gerade durch unsere gegenwartige Betrachtungs- 
art besonders streng und einfach beweisen. Ferner bedeutet der neue 
Standpunkt natiirlich durchaus keinen Riickfall in die Substanz-Vorstellung. 
Sinnlos aber wird von ihm aus die Frage nach dem Kohisionsdruck, der 
die Ladung des Elektrons zusammenhilt. 
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Ungefaihr mit der gleichen Plausibilitat wie in der Einsteinschen Theorie 
diirfen wir aus unsern Ergebnissen schlieBen, daB® eine Usr bei quasi- 


stationdrer Bewegung diejenige Eigenzeit fas angibt, welche der Nor- 
mierung “== konst. entspricht*), Wiirde bei der Bewegung einer Uhr 
(eines Atoms) mit unendlich kleiner Periode die von ihr wahrend einer 
Periode zuriickgelegte Weltstrecke sich von Pericde zu Periode kongruent 
verpflanzen im Sinne unserer Weltgeometrie, so wiirden zwei Uhren, 
welche von dem gleichen Weltpunkt 4 mit derselben Periode ausgehen, 
d. h. welche wihrend ihrer ersten Periode kongruente Weltstrecken in 4 
zuriicklegen, beim Zusammentreffen in einem spateren Weltpunkt 4 im 
allgemeinen verschiedene Perioden besitzen. In dieser Weise kann sich 
der Umlauf der Elektronen im Atom also jedenfalls nicht vollziehen, da 
die Atome Spektrallinien bestimmter Frequenz aussenden, unabhangig von 
ihrer Vorgeschichte. Ebensowenig erfaihrt ein in einem statischen Felde 
ruhender Mafstab eine kongruente Verpflanzung; denn die MaBzahl /= do* 
eines ruhenden Mafstabs dndert sich nicht, wahrend sie bei kongruenter 
Verpflanzung der Gleichung c= —/-@ geniigen miiBte. Worin liegt 
diese Diskrepanz zwischen dem Begriff der kongruenten Verpflanzung und 
dem Verhalten der Mafstabe, Uhren und Atome begriindet? — Ich 
unterscheide die Bestimmung einer Grofe in der Natur durch Leharrung 
und durch Zinstellung; den Unterschied mache ich an folgendem Bei- 
spiele klar. Der Achse eines rotierenden Kreisels kénnen wir jede beliebige 
Richtung im Raum erteilen; aus dieser willkiirlichen Anfangsrichtung be- 
stimmt sich dann aber die Richtung der Achse des sich selbst tiber- 
lassenen Kreisels fiir alle Zeiten durch eine von Moment zu Moment 
wirksame Leharrungstendenz: die Achse erfihrt in jedem Augenblick eine 
infinitesimale Parallelverschiebung. Dem kontrir entgegengesetzt ist der 
Fall einer Magnetnadel im Magnetfeld: ihre Richtung bestimmt sich in 
jedem Augenblick, unabhingig vom Zustand des Systems in den andern 
Augenblicken, dadurch, da das System sich vermége seiner Konstitution 
auf das Feld, in welches es eingebettet ist, in eindeutig determinierter 
Weise eznstel/t. Von eimer rein der Beharrungstendenz folgenden Ver- 
pflanzung haben wir a priori keinen Grund anzunehmen, da8 sie inte- 
grabel sei. Aber sei das auch der Fall, wie z. B. fiir die Rotationen 
des Kreisels im Euklidischen Raum; es werden dennoch zwei Kreisel, 
die von demselben Punkte mit gleicher Achsenstellung ausgingen und 


*) Freilich ist die invariante quadratische Form F- ds? lange nicht in dem Mahe 
vor allen andern Formen von der Gestalt H+ ds? (Z ein Skalar vom Gewichte — 1) 
ausgezeichnet wie das ds% der Einsteinschen Theorie, das die Ableitungen der Poten- 
tiale tiberhaupt nicht enthilt. Deshalb ist hier der bei Herleitung der Rotuerschiebung 
(S. 223) gezogene Schluf, daB gleiche Atome, in der der Gatien # = konst. ent- 
sprechenden Higenzeit a gemessen, die gleiche Frequenz ausstrahlen, lange nicht so 
zwingend wie bei Einstein; er verliert iiberhaupt seine Berechtigung, wenn ein anderes 
Wirkungsprinzip als das hice diskutierte Giiltigkeit hat. 
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sich nach Ablauf einer sehr langen Zeit wieder treffen, beliebige Ab- 
weichungen der Achsenstellung aufweisen, da sie ja niemals vollstandig 
gegen jede Einwirkung isoliert werden kénnen. Obschon also z. B. die 
Maxwellschen Gleichungen fiir die Ladung ¢ eines Elektrons die Er- 


s de : : 
haltungsgleichung ee fordern, kénnen wir daraus nicht verstehen, wes- 


halb ein Elektron selbst nach beliebig langer Zeit immer noch die gleiche 
Ladung besitzt und weshalb allen Elektronen dasselbe ¢ zukommt. Dieser 
Umstand beweist, daB die Ladung sich nicht durch Beharrung, sondern 
durch Einstellung bestimmt: es kann nur een Gleichgewichtszustand 
der negativen Elektrizitat geben, auf den sich das Korpuskel in jedem 
Augenblick von neuem einstellt. Aus dem gleichen Grunde k6énnen wir 
das Gleiche fiir die Spektrallinien der Atome schlieBen; ist doch auch 
das Gemeinsame der die gleichen Frequenzen ausstrahlenden Atome 
ibre Konstitution und nicht die Ubereinstimmung ihrer Frequenzen bei 
einem zeitlich weit zuriickliegenden Zusammentreffen. Ebenso bestimmt 
sich die Lange eines Mafstabes offenbar durch Einstellung; denn diesem 
Mafistab an dieser Feldstelle hatte ich nicht willkiirlich anstatt der Linge, 
die er jetzt einnimmt, irgendeine andere, etwa die doppelte oder drei- 
fache, geben kénnen, wie ich ihm die Richtung beliebig vorschreiben 
kann. Durch die Weltkriimmung ist die theoretische Moéglichkeit einer 
Langenbestimmung durch Einstellung gegeben: zufolge seiner Konstitution 
nimmt der Mafstab eine Linge an, die im Verhialtnis zum Kriimmungs- 
radius des Feldes den und den Wert besitzt. (Vielleicht ist die Rotations- 
dauer eines Kreisels ein Beispiel fiir eine Zeitlange, die sich durch Be- 
harrung bestimmt; wenn dasselbe, wie wir oben annehmen, fiir die 
Richtung gilt, so wiirde bei der Bewegung des Kreisels in jedem Augen- 
blick der Drehvektor eine Parallelverschiebung erfahren.) Zusammenfassend 
k6nnen wir also sagen: durch affinen und metrischen Zusammenhang wird 
a priori festgelegt, wie Vektoren und Liangen sich dndern, falls sce rein 
der Beharrungstendens folgen. Wie weit das aber in der Natur der Fall 
ist und in welchem Verhiltnis Beharrung und Einstellung sich gegenseitig 
modifizieren, kann nur auf Grund der geltenden Naturgesetze, des Wir- 
kungsprinzips, ausgemacht werden. ® 

Das bisher diskutierte ist dasjenige, mit dem neven Grundsatz der 
Eichinvarianz vertrigliche Wirkungsprinzip, welches der Maxwell-Einstein- 
schen Theorie am nachsten kommt. Wir sahen, da es mit allen Er- 
fahrungen, iiber welche jene Theorie Rechenschaft gibt, gleichfalls im 
Einklang steht, hinsichtlich der tiefer greifenden Fragen, der kosmolo- 
gischen und des Problems der Materie, ihr aber entschieden iiberlegen 
ist. Ich zweifle trotzdem daran, daf die Hamiltonsche Funktion (83) der 
Wirklichkeit entspricht. Wohl werden wir annehmen diirfen, daB YW die 
Gestalt besitzt W7 Ve , wo W eine in ganzer rationaler Weise aus den 
Kriimmungskomponenten gebildete Invariante vom Gewichte — 2 ist. 
Solcher Invarianten lassen sich nur ver aufstellen, aus denen sich jede 
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mittels numerischer Koeffizienten linear zusammensetzen 1aBt*°). Eine ist 
die Maxwellsche 

(95) pes Tae ? 

eine andere die eben benutzte /*. Die Kriimmung aber ist von Hause 
aus ein linearer Matrix-Tensor 2. Stufe: F,,d¢x;0xz. Nach dem gleichen 
Gesetz, nach welchem (95), das Quadrat des absoluten Betrages, aus der 
Streckenkriimmung /;z hervorgeht, kénnen wir aus der totalen Krimmung 
bilden: 

(96) aFaF™. 

Die Multiplikation ist hier als Zusammensetzung der Matrizen zu deuten; 
(96) ist daher selber wiederum eine Matrix. Erst ihre Spur Z ist ein 
Skalar, und zwar ein Skalar vom Gewichte — 2. Die beiden Grdéfen 
Z und 7 erscheinen mir als diejenigen Invarianten der geforderten Art, 
welche auf die natiirlichste Weise aus der Kriimmung gebildet sind, und 
nur in einer vierdimensionalen Welt existieren iiberhaupt Invarianten von 
so natiirlichem und einfachem Bau. Ich glaube also eher, daB W eine 
lineare Kombination von Z und / ist. Die Maxwellschen Gleichungen 
lauten dann wie oben: bei Normierung der Eichung durch / = konst. ist 
3’ gleich einem konstanten Multiplum von Vg gq’ und * == f*. Die Gravi- 
tationsgesetze stimmen im statischen Fall auch hier in erster Annaherung 
mit dem Newtonschen iiberein. Rechnungen von Pauli**) haben sogar 
ergeben, da8 das in § 31 bestimmte Feld nicht blo eine strenge Losung 
der Einsteinschen, sondern auch der hier befiirworteten Gleichungen ist, 
so daB der Betrag des Perihelvorgangs beim Merkur und der Betrag der 
Strahlenablenkung durch die Sonne zum mindesten nicht mit ihnen in 
Widerspruch stehen. Aber in der Frage der mechanischen Gleichungen 
und des Zusammenhangs der durch Mafstaébe und Uhren gewonnenen 
MefBresultate mit der quadratischen Fundamentalform ds* scheint der An- 
schluB an die alte Theorie wnterbrochen zu sein; hier kann man auf neue 
Ergebnisse stoBen. 

Ein ernstlicher Einwand 1a8t sich gegen die Theorie in ihrem jetzigen 
Zustand erheben: sie gibt keine Rechenschaft von der Ungleichwertigheit 
der positiven und negativen Elektrizitat **), Um aus dieser Schwierigkeit 
herauszukommen, scheinen mir zwei Wege offen zu stehen. Entweder 
man miiBte in das Wirkungsgesetz eine Quadratwurzel oder irgendeine 
andere Irrationalitat einfiihren; es ist bei Gelegenheit der Mieschen Theorie 
erértert worden, wie dadurch die gewiinschte Ungleichwertigkeit hervor- 
gerufen werden kann, aber auch welchen Bedenken eine solche irrationale 
Wirkungsgr6Be unterliegt. Viel eher, glaube ich, entspricht eine andere 
Auffassung der Wirklichkeit. Wir haben uns hier nur mit dem Velde 
beschaftigt, das gewissen allgemein-invarianten funktionalen Gesetzen ge- 
niigt. Etwas anderes aber ist die Frage nach der Auregung oder Ursache 
derjenigen Feldzustinde, welche nach diesen Gesetzen als méglich er- 
scheinen; sie weist auf eine jenseits des Feldes liegende Realitat hin. 


So ist im Ather ebensogut eine einlaufende wie eine auslaufende elektro- 
magnetische Kugelwelle méglich; nur der letztere Vorgang aber kann durch 
ein im Zentrum hegendes Atom, das bei einem Bohrschen Elektronen- 
sprung Energie abgibt, ausgelést werden. Dies Beispiel zeigt, was auch 
ohnehin klar ist: da die Idee der Verursachung (im Gegensatz zur 
funktionalen Beziehung) aufs engste verbunden ist mit der ausgezeichneten 
Ablaufsrichtung der Zeit: Vergangenheit —-> Zukunft. Diese Einsinnigkeit 
der Zeit besteht fraglos — sie ist sogar die fundamentalste Tatsache 
unseres Zeiterlebens —, aber es ist a priori ausgeschlossen, da8 sie inner- 
halb der Feldphysik irgendwie zur Geltung kommen kann. Nun sahen 
wir aber oben (§ 33), da die Ladung eines isolierten Systems auch 
ihrem Vorzeichen nach vollstindig bestimmt ist, sobald ein bestimmter 
Stromsinn Vergangenheit -> Zukunft in dem vom System durchfegten 
Weltkanal festgelegt ist. Dadurch ist die Ungleichwertigkeit von positiver 
und negativer Elektrizitit gebunden an die Ungleichwertigkeit von Ver- 
gangenheit und Zukunft: dieses Problem aber hat seine Wurzel nicht im 
Felde, sondern weist dariiber hinaus. Beispiele solcher GesetzmaBigkeiten, 
welche nicht das Feld, sondern die Verursachung der Feldzustinde be- 
treffen, sind: die Existenz innerer schlauchartiger Grenzen des Feldes; 
unsere obigen Annahmen iiber die Beschaffenheit des Feldes in deren 
unmittelbarer Umgebung; ferner und vor allem die Tatsachen der Quanten- 
theorie. Aber die bisherigen Formulierungen dieser Gesetzméifigkeiten 
sind gewi8 noch sehr provisorischer Natur. Immerhin scheint es mir, 
als ob die Statstzk in ihnen eine prinzipiell unentbehrliche Rolle spielt. 
Es muf einmal klipp und klar gesagt werden, dafi die Physik bei ihrem 
heutigen Stande den Glauben an eine auf streng exakten Gesetzen be- 
ruhende geschlossene Kausalitat der materiellen Natur gar nicht mehr zu 
stiitzen vermag. Das extensive Feld, der »Ather«, ist lediglich der in 
sich selber véllig kraftlose Ubermittler der Wirkungen; er spielt durch- 
aus keine andere Rolle wie der Raum mit seiner starren Euklidischen 
Metrik nach alter Auffassung; nur hat sich der starre, unbewegte in einen 
allen Eindriicken zart nachgebenden, geschmeidigen Diener gewandelt. 
Die Freiheit des Handelns in der Welt ist aber durch die strengen Ge- 
setze der Feldphysik nicht anders eingeschraénkt als nach gewdéhnlicher 
Auffassung durch die Giiltigkeit der Gesetze der Euklidischen Geometrie. 

Hatte die Miesche Anschauung Recht, so durften wir im Felde die 
objektive Wirklichkeit schlechthin erblicken, und die Physik schien dem 
Ziel nicht mehr ferne zu sein, wo sie uns das Wesen der physischen Welt, 
der Materie und der Naturkrifte, so vollstandig begreifen lehrte, daB sich 
aus dieser Einsicht mit vernunftmaBiger Notwendigkeit die Gesetze ein- 
deutig ergeben muSten, welche den Ablauf der Naturvorgange regeln. 
So kiihner Hoffnungen miissen wir uns freilich jetzt fiirs erste entschlagen. 
Die Gesetze des metrischen Feldes handeln weniger von der Wirklichkeit 
selber als von dem schattenhaften extensiven Medium, das die Verbin- 
dung zwischen Wirklichem vermittelt, und von der formalen Verfassung 
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dieses Mediums, die es zur Wirkungsiibertragung befahigt. Bereits hat 
die statistische Physik, die Quantentheorie eine tiefere Schicht der Wirk- 
lichkeit angeschnitten, als sie der Feldphysik zugiinglich ist; das Problem 
der Materie aber liegt noch ganz und gar im Dunkel. Die Erkenntnis 
der eingeschrinkten Bedeutung der Feldphysik soll uns aber nicht undank- 
bar machen gegen die grofen Einsichten, zu denen sie uns verholfen hat. 
Wer auf den durchmessenen Weg zuriickschaut, der uns von der Eukli- 
dischen Metrik zu dem beweglichen, von der Materie abhaingigen metri- 
schen Felde fiihrte, das die Felderscheinungen der Gravitation und des 
Elektromagnetismus mit einschlieBt, wer in einem einzigen Blick das Ganze 
zu umspannen sucht, was nur sukzessive und in ein gegliedertes Mannig- 
faltige aufgelést zur Darstellung kommen konnte, muB von dem Gefiihl 
errungener Freiheit iiberwaltigt werden — ein festgefiigter Kafig, in den 
das Denken bisher gebannt war, ist gesprengt —; er mu8 durchdrungen 
werden von der Gewifheit, daB unsere Vernunft nicht bloB ein mensch- 
licher, allzumenschlicher Notbehelf im Kampf des Daseins, sondern un- 
geachtet aller Triibungen und alles Irrtums doch der Weltvernunft ge- 
wachsen ist fund {das BewuBtsein eines jeden von uns der Ort, wo das 
Eine Licht und Leben der Wahrheit sich selbst in der Erscheinung er- 
greift, Ein paar Grundakkorde jener Harmonie der Spharen sind in unser 
Ohr gefallen, von der Pythagoras und Kepler traumten. 


Anhang I. 


(Zu Seite 161 und 207.) 


Um in der speziellen Relativititstheorie die »normalen« Koordinatensysteme vor 
allen andern auszuzeichnen, in der allgemeinen die metrische Fundamentalform zu 
bestimmen, kann man nicht blof der starren Kérper, sondern auch der Uhren ent- 
raten, 

In der speztedlen Relativitatstheorie wird durch die Forderung, dafs bei der den 
Koordinaten x; entsprechenden Abbildung eines Weltstiicks auf den vierdimensionalen 
Euklidischen Bildraum mit den Cartesischen Koordinaten x; die Weltlinien der krifte- 
frei sich bewegenden Massenpunkte in Gerade iibergehen sollen (Galileisches Trig- 
heitsprinzip), dieser Bildraum dis auf eine projektive Abbildung festgelegt. Denn es 
gilt der Satz, da die projektiven 
die einzigen stetigen Abbildungen 
eines Raumstiicks sind, durch 
welche Gerade in Gerade iiber- 
gefiihrt werden. Er ergibt sich so- 
gleich, wenn wir in der Mébius- 
schen Netzkonstruktion (Fig. 12) 
die umnendlichferne durch eine 
unser Raumstiick durchschnei- 
dende Gerade ersetzen (Fig. 15). 
Der Vorgang der Lichtausbreitung 
legt dann in unserm vierdimen- 
sionalen projektiven Bildraum das 
Unendlich-Ferne und die Metrik 
fest; denn seine (dreidimensionale) 
sunendlichferne Ebene< Z ist da- 
durch gekennzeichnet, dals die 
Lichtkegel die von den verschie- 
denen Weltpunkten aus gewonnenen Projektionen eines und desselben in £ gelegenen 
zweidimensionalen Kegelschnitts sind. 

In der allgemeinen Relativititstheorie gestalten sich diese Schliisse am einfachsten 
so. Der vierdimensionale Riemannsche Raum, als welchen sich Einstein die Welt 
denkt, ist ein Sonderfall des allgemeinen metrischen Raums (§ 16). Bei dieser Auf- 
fassung k6nnen wir sagen, dafS durch den Vorgang der Lichtausbreitung die gwa- 
dratische Fundamentalform ds? bestimmt ist, wihrend die “/imeare frei bleibt. Zwei 
verschiedene Wahlen der linearen Fundamentalform, die sich um dy = q;dx; unter- 
scheiden, entsprechen zwei verschiedene Werte des affinen Zusammenhangs; ihr Unter- 
schied ist nach § 16, Formel (49) gegeben durch 


Zz I z z z 
(Vaal = a (Oy Pe ar Jp Pf a — Fas Pp ) 2 


Der Unterschied der beiden Vektoren, die aus einem Vektor wim Weltpunkt O durch 
die infinitesimale Parallelverschiebung von zw in seiner eigenen Richtung (um das 


gleiche Stiick dx; = «-w') entstehen, ist daher gleich ¢mal 


. ae 
{*) 0 (Pp, °) —— g; 


* 8 Oye ae . : ‘ 
dabei wurde Saptt 2” == 1 angenommen. Stimmen fiir beide Felder die durch O in 


der Richtung des Vektors x hindurchlaufenden geoditischen Linien tiberein, so miissen 
jene beiden aus 2’ durch Parallelverschiebung entstandenen Vektoren ihrer Richtung 
nach zusammenfallen, der Vektor (*) und daher yp mu die Richtung des Vektors 2 
haben. Findet diese Ubereinstimmung fiir zwei in verschiedener Richtung durch O 
hindurchgehende geoditische Linien statt, so ergibt sich y= o. Kennen wir also 
die Weltlinien zweier O passierenden, nur unter dem EinfiuB des Fiihrungsfeldes sich 
bewegenden Massenpunkte, so ist neben der quadratischen auch die lineare Funda- 
mentalform in O eindeutig bestimmt. 


Anhang II. 


(Zu Seite 210.) 


Beweis des Satzes, dafs im Riemannschen Raum R die einzige Invariante ist, welche 
die Ableitungen der gi, nur bis zur 2. Ordnung enthilt, die der 2. Ordnung aber linear. 
Die Invariante J ist nach Voraussetzung aus den Ableitungen 2, Ordnung 
072% 
a. => —_.—_ 
Stk, rs Ox, Ox, 
so zusammengesetzt: 
—— 4 
Jas dik, rssik, rs +A. 


Die 4 bedeuten Ausdriicke in den g;, und deren 1. Ableitungen; sie geniigen den 
Symmetriebedingungen 

Ans. rs dex, rs? diz, sr sR, rs ° 
In dem Punkte O, in welchem wir die Invariante betrachten, fiihren wir ein ortho- 


gonales geoditisches Koordinatensystem ein; so dal} dort 


ist. Die 2 gehen durch Eintragen dieser Werte in adsolute Konstante iiber. Der aus- 
gezeichnete Charakter des Koordinatensystems wird nicht zerstért: 

1) durch lineare orthogonale Transformation; 

2) durch eine ‘Transformation 


of, 
iS) 


I 2 Ap ord 
Hg = Hy Eps HEM y x ’ 


welche keine quadratischen Glieder enthilt; die Koeffizienten @ sind symmetrisch in 
krs, im iibrigen aber willkiirlich. 

Betrachten wir also in einem Euklidisch-Cartesischen Raum (in welchem beliebige 
orthogonale lineare Transformationen zulassig sind) die von zwei Vektoren x = (x), 
y =(y;) abhingige biquadratische Form 

G = Sik, rs*i° RI Is 
mit willkiirlichen in 7 und 4, ebenso in y und s symmetrischen Koeffizienten gj, _. , 
so mul 
1) diz, yeoeers eine Invariante 
dieser Form sein. Da ferner bei der Transformation 2) die Ableitungen g,, ... sich, 
wie man leicht ausrechnet, nach der Gleichung verwandeln 


aa k 
Luz, vs — Sik, rs ate a (pps ate Cys) ’ 
muf f 
2) dsp, rs Cys aay 
sein fiir jedes in den drei Indizes krs symmetrische System von Zahlen «. 
Wir operieren weiter im Euklidisch-Cartesischen Raum; (xy) bedeutet das skalare 
Produkt aryr + +eje-+----+4,y,. Es geniigt, fiir G eine Form der folgenden be- 


sonderen Gestalt zu verwenden: 
G=(ax)(by)2, 
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wo a und 6 zwei willktirliche Vektoren sind. Schreiben wir hernach wieder x und y 
statt @ und 4, so liefert 1) die Forderung, daf 


1*) (Nae ie = Dhiz, rs *i* EVI 
eine Orthogonal-Invariante der beiden Vektoren x, y ist. In 2) gentigt es, 
Ones Sa Ey s 
zu wiblen; dann lautct diese Bedingung, da$ die aus A, durch Verwandlung eines 


x in y entstehende Form 


2*) AY = Viz, a XI 2IrIs identisch verschwindet. 
(Man gewinnt sie aus A,, indem man zunichst diejenige — von y quadratisch ab- 
hingige — symmetrische Bilinearform A,,; in x, x! bildet, welche bei Identifizierung 


der Variablenreihe x’ mit x in A. iibergeht, und darauf x! durch y ersetzt.) Ich be- 
haupte: aus 1*) folgt, dafs A die Form hat 


) A= a(xa)(yy) — Bley, 
aus 27): 
(1) o— B > 


Damit wird alles erledigt sein. Denn nun haben wir 
T= les; 2p — Siz, cz) +45 
oder da in einem orthogonal-geoditischen Koordinatensystem der Riemannsche Kriim- 
mungsskalar 
R= Siz, ik — Sti, kh 
ist: 
(*) J=—ak+i. 
Beweis von (I): Wir kdnnen ein Cartesisches Koordinatensystem so einfiihren, 
dal} x in die 1. Koordinatenachse fallt, y in die (12)te Koordinatenebene: 
x = (x1, O, O, ---, O}, ¥ = (yx, Yo) 0, ->-, O); 
A = x3 (ay? + 2byry2+eys)- 
Dabei kann der Richtungssinn der 2. Koordinatenachse noch willkiirlich gew&hlt 
werden; weil A von dieser Wahl nicht abhingen darf, mul} 6 =o sein: 
A = cxtlyt + 2) + (@ — ¢)(arys)? = e(xa) (yy) +(e — €) (xy)? . 
Beweis von (I): Aus dem unter (I) angegebenen A = A, entstehen die Formen 
Azar = lea") (y3) — Blog) (ay) 
A, = (@ — 8) (ay) (yy) - 
Soll A, verschwinden, so mul} « = § sein. — 

Wir haben stillschweigend angenommen, dafs die metrische Fundamentalform des 
Riemannschen Raums positiv-definit ist; im Falle eines andern Tragheitsindex ist im 
»Beweis von (I)« eine geringe Modifikation erforderlich. — Damit im Volumintegral 
von J durch partielle Integration die Ableitungen 2. Ordaung herausgeworfen werden, 
ist tibrigens erforderlich, dal} die 1%, 75 BUC von den g;,, nicht von ihren Ableitungen 
abhingen; das brauchte im Beweise aber gar nicht benutzt zu werden. — Uber die 
physikalische Bedeutung der Méglichkeit, nach (*) zu einem Multiplum von 2 noch 
eine universelle Konstante 2 additiv hinzuzufiigen, vgl. § 34; zu dem hier bewiesenen 
Satze: Vermeil, Nachr. d. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen, 1917, S. 334—344. — 
Auf die gleiche Art kann man auch beweisen, dal giz, Rg,,, Rik die einzigen Ten- 
soren 2. Stufe sind, welche die Ableitungen der &;z Bur bis zur 2. Ordnung und diese 
linear enthalten. 
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Biot-Savartsches Gesetz 65. 

Bohrsches Atommodell 275. 

Bolyaische Geometrie § Io. 


Cartesisches Koordinatensystem 26. 
Cayleysche Mafsbestimmung 73. 
Christoffelsche Dreiindizes-Symbole 119. 


Corioliskraft 201. 
Coulombsches Gesetz 58. 


definit 24. 

Dichte (allgemeiner Begriff) 98; (der Elek- 
trizitat und der Masse, auf Grund der 
Substanzvorstellung) 194, 201. 

Dielektrikum 63. 

Dielektrizititskonstante 64. 


Differentiation von Tensoren und Tensor- 


dichten 53, 55, 99, 104. 

Dimension 17, 75. 

—, positive und negative, einer quadra- 
tischen Form 25. 

distributives Gesetz 15. 

Divergenz (div) 54; (allgemeiner) 99, 105. 

Dopplersches Prinzip 167. 

Drehachse 42. 

Drehgeschwindigkeit 41. 

Drehimpuls 41. 

Drehmoment einer Kraft 41. 

Drehungen, Gruppe der 125. 

—, infinitesimale 130. 

Dreiindizes-Symbole 119. 

Druck, allseitig gleicher 57. 

—, elektrischer 188. 

—, hydrostatischer 185, 241. 


eben 100. 

Ebene (im Euklidischen Raum) 12, 16. 

—, Nicht-Euklidische: Beltramisches Mo- 
dell 83; Kleinsches Modell 72; me- 
trische Fundamentalform 83. 

Eichung 109. 

—, geoditische I1o. 

Bigenzeit 161, 201. 

Einheitstensor 35. 

Einkérperproblem § 31. 

einseitige Fliche 248. 

Kinsteinsches Gravitationsgesetz 217; mo- 
difiziertes 253. 

— Relativitiitsprinzip, spezielles § 21; all- 
gemeines § 27. 

elektrischer Druck 188. 

— Feldstirke 58. 

— Impuls 188. 
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elektrische Kraft 188. 

— Ladung 58; (als Substanz) 195; (als 
KraftfluB) 244, 277. 

— Strom 65, 144. 

— Verschiebung 64. 

elektromagnetisches Feld 149; (sein Ur- 
sprung aus der Weltmetrik) 258. 

— Potential 149, 258. 

—- und elektrostatische Mafieinheiten 145. 

elektromotorische Kraft 68. 

Elektron 60, 183, 193, 237, 272, 275. 

elektrostatisches Potential 58. 

Energie (besitzt Tragheit) 183 ; (wirkt gravi- 
tierend) 210; (Totalenergie eines Sy- 
stems) 246, 266, 268, 274. 

Energiedichte (im elektrischen Feld) 63; 
(im magnetischen Feld) 66. 

Energie-Impulssatz (im Rahmen der spe- 
ziellen Relativitatstheorie: 1. des elek- 
tromagnetischen Feldes) 151, (2. all- 
gemein) 180; (im Rahmen der allge- 
meinen Relativititstheorie: 1. des 
physikalischen Vorgangs) 214, (2. des 
totalen Systems einschl. der Gravitation) 
246, 266. 

Energie-Impuls-Tensor (vgl. alle Hinweise 
des vorigen Stichworts). 

— des elektromagnetischen Feldes 151, 
209. 

— des Gravitationsfeldes 246. 

— einer inkompressibeln Fliissigkeit 185, 
238. 

—, kinetischer und potentieller 180. 

Energiestrom 147. 

Eotvésscher Versuch 204. 

Erhaltungssatz der Elektrizitat (differentielle 
Formulierung) 145, 244, 266; (integrale) 
244, 268, 277. 

— fiir Energie und Impuls (vgl. Energie- 
Impulssatz; differentiell) 180, 246, 266; 
(integral) 246, 268, 274. 

Euklidische Drehungsgruppe 29, 130. 

Euklidische Geometrie §§ 1—4. 

— Mannigfaltigkeit Kap. 1; (vom Stand- 
punkt der Infinitesimalgeometrie) 106. 


Faradaysches Induktionsgesetz 145, 176. 

Feld (allgemeiner Begriff) 52. 

—, elektromagnetisches 149. 

—, Fithrungs- oder Gravitations- 
205. 

—, metrisches 88, 196, 288. 

Feldenergie (des elektromagnetischen Fel- 
des) 147; (des Gravitationsfeldes)° 246. 

Feldimpuls 151. 


200, 


Feldkraft (im Gegensatz zur »Trigheits- 
kraft<«) 274. 

Feldstiirke, elektrische 58. 

—, magnetische 65. 

Feldwirkung der Elektrizitat 195. 

— der Gravitation 209. 

Fermatsches Prinzip 222. 

Fliche 76. 

Flachenelement (in der Euklidischen Geo- 
metrie) 50; (allgemein) 94. 

Form, bilineare 23. 

—, lineare 20. 

—, quadratische 24. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravi- 
tation 227. 

— des Lichtes 143, 218. 

Fresnelscher Mitfiihrungskoeffizient 167. 

friiher und spater 6, 157. 

Fiihrungsfeld 200, 257. 

Fundamentalform, metrische (einer linearen 
Mannigfaltigkeit) 25; (allgemein) 109. 

Fundamentaltensor, metrischer 35. 


Galileisches Relativitaétsprinzip § 19. 

— Tragheitsgesetz 137. 

Gaubsche Kriimmung 85. 

geodatisches Bezugssystem 114. 

Eichung Ifo. 

Koordinatensystem 101. 

Linie (allgemein) 104; (im Riemannschen 

Raume) 122. 

Nullinie 114. 

Geometrie, affine § 2. 

— auf einer Fliche 78. 

—, Euklidische §§ 1—4. 

—, Infinitesimal-, §§ 13—106. 

—, nu-dimensionale 21, 

—, Nicht-Euklidische (Bolyai- Lobatschefs- 
kysche) § 10. 

—, Riemannsche §§ 11, 12. 

—, sphirische 74. 

gerade Linie (in der Euklidischen Geo- 
metrie) 10, 16; (allgemein) 104. 

Geschwindigkeit 33, 94. 

Gewicht von Tensoren und Tensordichten 
115. 

gleich (von Vektoren) 105; 
strecken) 6. 

gleichzeitig 134, 156. 

Gradient 53; (allgemein) 95. 

Gvavitationsenergie 246. 

Gravitationsfeld 204. 

Gravitationsgesetz, Einsteinsches 217; (mo- 
difiziertes) 253 ; (allgemeinste Form) 266. 

—, Newtonsches 208. 


(von Zeit- 
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Gravitationskonstante 221. 
Gravitationspotential 202. 
Gravititionsradius einer Ladung 237. 
— einer Masse 231. 
Gravitationswellen § 30. 

Gruppe 8, 126. 

— der Drehungen 125, 130. 

— der Translationen 13. 

—, infinitesimale 130. 


Hamiltonsche Funktion 190, 

—s Prinzip (im Rahmen der speziellen 
Relativitatstheorie: 1. nach Mie) 191; 
(2. nach Maxwell-Lorentz) 195; (im 
Rahmen der allgemeinen Relativitits- 
theorie) 214, 260, 268. 

hexaspharische Koordinaten 260. 

homogene lineare Gleichungen 21. 

Homogenitit des Raumes 5. 

— der Welt 139. 

homolog Io. 

Hydrodynamik 185, 238. 

hydrostatischer Druck 186, 241. 


Jetzt 6, 134. 

Impuls, elektrischer 188. 

—, mechanischer 39, 246, 274. 

Impulsdichte 151 (vgl. Energie-Impuls- 
tensor), 

Impulsmoment 41. 

Impulsstrom 151. 

Induktion, magnetische 67. 

Induktionsgesetz 145, 176. 

Infinitesimalgeometrie §§ 13—16. 

infinitesimale Drehungen 130. 

— Gruppe 130. 

—- Operation einer Gruppe 128. 

— Verschiebung 92. 

inhomogene lineare Gleichungen 21. 

integrabel 97, 105. 

Intensitatsgréhen 98. 

Joulesche Wirme 147. 


Kathodenstrahlen 179. 

Kausalitaétsprinzip 187, 249, 283. 

kinetischer Energie-Impulstensor 180. 

kogrediente Transformation 31. 

kommutatives Gesetz 15. 

Komponenten, kovariante und kontravari- 
ante, einer Verschiebung 31. 

— eines Tensors (in einer linearen Mannig- 
faltigkeit) 33; (allgemein) 93. 

— eines Vektors 18. 

— des affinen Zusammenhangs Io1. 

kongruent 10, 88, 125. 


kongruente Abbildung 25, 125. 

— Verpflanzung 110, 126. 

Kontinuitaétsgleichung der Elektrizitat 145, 
266. 

— der Masse 169. 

Kontinuum 75. 

kontragrediente Transformation 30. 

Kontraktionshypothese 154. 

kontravariante Tensoren 32; (allgemein) 93. 

Konvektionsstrom 144, 174. 

Koordinaten (in einer linearen Mannig- 
faltigkeit) 18; (allgemein) 75; (hexa- 
spharische) 260. 

Koordinatensystem 8, 18, 75. 

—, Cartesisches 26. 

—, normales 156. 

kovariante Tensoren 32; (allgemein) 93. 

Kraft 34. 

—, elektrische 188. 

—, ponderomotorische (des elektrischen 
Feldes) 59; (des Magnetfeldes) 66; (des 
elektromagnetischen Feldes) 146, 201; 
(des Gravitationsfeldes) 202. 

—: Feldkraft und Tragheitskraft 274. 

Kreisel 45. 

Kriimmung der Lichtstrahlen im Gravi- 
tationsfeld 222, 225. 

—, Gaubsche 35. 

—: Richtungskr. 114; 
Vektorkr. 106, I11. 

—, Riemannsche 120. 

Kriimmungs-Skalar 121. 

kugelsymmetrisches Gravitationsfeld 229. 

Kugelverwandtschaft 260. 

Kurve 76, 94. 


Streckenkr. 111; 


Ladung 58; (substantiell aufgefaBt) 194 ; 
(allgemein) 237, 244, 275. 

Leitfahigkeit 68. 

Leitungsstrom 174. 

Lichtather 144. 

Lichtstrahl 166, 207; (kriimmt sich im 
Gravitationsfeld) 222, 235. 

Lichttheorie, elektromagnetische 146. 

Linearform 20. 

lineare Gleichung 21. 

—s Punktgebilde 18. 

—r Tensor 51, 94. 

— Tensordichte 98. 

— Vektorabbildung 35. 

— Vektormannigfaltigkeit 17. 

linear unabhangig 17. 

Linie, gerade (in der Euklidischen Geo- 
metrie) 10, 16; (allgemein) 104. 

—, geodatische 104. 
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Linienelement (in der Euklidischen Geo- 
metrie) 50; (allgemein) 92. 

Lobatschefskysche Geometrie § 10. 

Lorentz-Einsteinsches Relativititstheorem 
149. 

Lorentz-Kontraktion 154, 159, 165. 

— -Transformation 148. 


Magnetinduktion 67. 

magnetische Feldstirke 65. 

— Permeabilitaét 67. 

Magnetisierung 67. 

Magnetismus 65. 

Mannigfaltigkeit 75. 

—, affin zusammenhangende § 14. 

—, metrische § 16. 

Masse (als Energie) § 25. 

—, (als Kraftflu) 247, 268. 

—, gravitationsfelderzeugende 232, 279. 

—, triage und schwere 204. 

Makbestimmung (in einem Punkte) 109. 

—, Cayleysche 73. 

Mabeinheit 36; (ihre Relativitat) 256. 

—, elektrostatische und elektromagnetische 
145. 

Mafzahl einer Strecke 109. 

Materie 183, 237, 283. 

Matrix 35. 

Maxwellsche Spannungen 61, 66, 151. 

— Theorie (stationarer Fall) § 9; (allge- 
mein) § 20; (Ubertragung der statio- 
niren Gleichungen auf den Riemann- 
schen Raum) 117; (im Rahmen der 
allgemeinen Relativititstheorie) 201; 
(Herleitung aus der Weltmetrik) 258, 
266. 

— Wirkungsdichte 259. 

mechanisches Grundgesetz (Newtonsches) 
39, 59; (in der speziellen Relativitats- 
theorie) 178; (in der allgemeinen) 201; 
(Herleitung aus den Feldgesetzen) 274. 

Mechanik des Relativititsprinzips § 24. 

Messen 7. 

metrisches Feld 88, 198, 257. 

— Fundamentalform (tensor) 25, 35, 111. 

— Zusammenhang I10, 126. 

Metrik 25; (allgemein) 109, 124. 

Michelsonscher Versuch 154. : 

Miesche Theorie § 26; 211. 

Multiplikation eines Tensors mit einer 
Zahl 38. 

— von Tensoren 39. 

— einer Tensordichte mit einer Zahl 98. 

— — — — einem Tensor 98. 

— eines Vektors mit einer Zahl 15. 
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Newtonsches Gravitationsgesetz 208. 

nicht-ausgeartete Bilinearform und quadra- 
tische Form 23. 

Nicht-Euklidische Ebene (Beltramisches 
Modell) 83; (Kleinsches Modell) 71; 
metrische Fundamentalform) 33. 

— Geometrie § Io. 

Normaleichurg des Riemannschen Raums 
112. 

normales Koordinatensystem 156. 

Nullinien, geodiatische 114. 


Ohmsches Gesetz 68. 


Parallel 12, 18. 

Parallelenpostulat 69. 

Parallepiped 18. 

Parallelogramm 18. 

Parallelprojektion 141. 

Parallelverschiebung, infinitesimale (eines 
kontravarianten Vektors) 100; (eines 
kovarianten) 102. 

partielle Integration (Prinzip derselben) 100. 

passive Vergangenheit und Zukunft 158. 

Perihelbewegung des Merkur 224, 235. 

Permeabilitét, magnetische 67. 

Phase 165. 

Planetenbewegung 232. 

Polarisation 63. 

ponderomotorische Kraft des elektrischen, 
des magnetischen und des elektro- 
magnetischen Feldes 59, 66, 146. 

— — des Gravitationsfeldes 201. 

positiv-definit 24. 

Potential, elektromagnetisches 149. 

—, elektrostatisches 53. 

— des Gravitationsfeldes 202. 

—-, retardiertes 148. 

—, Vektor- 66. 

potentieller Energie-Impulstensor 180, 

Poyntingscher Vektor 147. 

Produkt, skalares 24. 

— eines Tensors mit einer Zahl 38. 

— von Tensoren 30. 

— einer Tensordichte mit eer Zahl 98. 

— — — mit einem Tensor 98. 

— eines Vektors mit einer Zahl 15. 

—, vektorielles 40. 

Projektion 141. 

Punktgebilde, lineares 18. 

Pythagoreischer Lehrsatz 25, 82, 124, 206. 


quadratische Form 24. 
Quantentheorie 276, 283. 
QuantitatsgréBen 98. 
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Raum (als Form der Erscheinungen) 5; 
"(als Projektion der Welt) 142, 162. 

—-, Euklidischer §§ 1—4. 

—, metrischer § 16. 

—, w-dimensionaler 21. 

—, Riemannscher 112; § 17. 

raumart’ger Vektor 161. 

Raumelement 50, 94. 

rechter Winkel 12, 109. 

Relativgeschwindigkeit 163. 

Relativitét der Bewegung 136, 197. 

— — Grobe 257. 

Relativitatsprinzip,Einsteinsches (spezielles) 
§ 21; (allgemeines) § 27. 

—, Galileisches § 19. 

Relativitéitstheorem, Lorentz-Hinsteinsches 
149. 

retardiertes Potential 148. 

Richtungskriimmung 114. 

Riemannsche Geometrie §§ 11, 12, 17. 

— Kriimmung 120. 

—r Raum 112; § 17. 

Rotation (rot) 54; (allgemein) 95. 

— (im geometrischen Sinne) 12; (im kine- 
matischen) 42; (Relativitit derselben) 198. 

Rotverschiebung der Spektrallinien in der 
Nihe grofer Massen 223, 280. 

Ruhe 136. 

Ruhdichte 169. 

Ruhlange 158. 

Rubvolumen 165. 


Schiefsymmetrisch 34, 48. 

schwere Masse 204. 

senkrecht 12, 26; (allgemein) 109. 

Skalar 34. 

skalare Dichte 98. 

—s Produkt 24. 

Skalarfeld 52. 

spater 6, 157. 

Spaltung von Tensoren nach Raum und 
Zeit 170. 

— von Vektoren 142, 162. 

Spannungen, elastische 54. 

—, Maxwellsche 61, 66, I5r. 

Sphdre 242, 254. 

spharische Geometrie 74. 

Spur einer Matrix 43. 

stationire Bahnen im Atom 273. 

stationares Feld 244. 

stationirer Vektor 102, 103. 

statisches Gravitationsfeld § 29; 259. 

stetiger Zusammenhang 92. 

Strecke (in der Euklidischen Geometrie) 
18; (allgemein) 109. 


Streckenkriimmung 111. 

Stokesscher Satz 97. 

Strom, elektrischer 65, 144; (konvektiver) 
144; (Leitungsstrom) 175. 

Stufe von Tensoren 32. 

Substanz 194. 

Substanzwirkung der Elektrizitat und Gravi- 
tation (= Masse) 194, 195. 

Subtraktion von Vektoren 15. 

Summe von Vektoren 15. 

— — Tensoren 38. 

— — Tensordichten 98. 

symmetrisch 24, 48. 


Tensor (im linearen Raum) 32; (allge- 
mein) 93. 

Tensordichte 98. 

Tensorfeld 52; (allgemein) 94. 

trige Masse 183, 204, 247, 278. 

Tragheit (als Eigenschaft der Energie) 183. 

Tragheitsgesetz der quadratischen Formen 
27. 

Tragheitsindex 27. 

Tragheitskraft 198, 274. 

Tragheitsmoment 42. 

Tragheitsprinzip, Galileisches 137, 200. 

Traktrix 33. 

Translation eines Punktes (im geometrischen 
Sinn) 104; (kinematisch) 137. 

— des Raumes 12, 106. 


Uhr 7, 158, 280. 
unabhingige Vektoren 17. 


Vektor 14, 33, 93- 
Vektorabbildung, lineare 35. 
Vektordichte 98. 

Vektorfeld 52, 94. 
Vektorkriimmung 106. 
Vektormannigfaltigkeit, lineare 17. 
Vektorpotential 66. 

vektorielles Produkt go. 
Vergangenheit, aktive und passive 158. 
Verjiingung von Tensoren 43, 93. 
— — Tensordichten 98. 
Verpilanzung, kongruente 110, 126. 
Verschiebung des Raumes 14. 

—, elektrische 64. 

—, infinitesimale, eines Punktes 92. 
~~ —, eines Vektors 100. 
Verschiebungsstrom 146. 
Verzerrungstensor 54. 

Viererkraft 150. 

Viererstrom 149. 

Volumen 50, 84, 125. 
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Welt (= Raum-Zeit) 139. 

Weltgesetz 192, 260, 283. 

Weltpunkt 134. 

Wilsonscher Versuch 173. 

Winkel 12; (Winkelmessung) 26, 84. 

—— Techtersl2. 109) 

Wirklichkeit 4, 6, 283. 

WirkungsegréBe 191, 260; (vgl. Hamilton- 
sche Funktion). 

Wirkungsprinzip (vgl. Hamiltonsch.Prinzip). 

Wirkungsquantum 259, 276. 


Zahl 7. 
Zeit 5, 162. 


zeitartiger Vektor 161. 

Zentrifugalkraft 202. 

Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit 
162, 170, 218. 

Zukunft, aktive und passive 157. 

Zusammenhang, affiner 100. 

—, metrischer 110, 126. 

—, stetiger 92. 

Zusammenhangsverhiltnisse einer Mannig- 
faltigkeit im Grofen 248. 

— der Welt 253. ) 

zweiseitig 249. : 

zwischen Ii. 
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